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Taivutuksesta ja vdaannosta, osa ll:
Elementtimenetelma

Jukka Aalto

Tiivistelma Artikkelin ensimmaéisessa osassa [1] johdettiin kuormituksen alaiselle suoralle pal-
kille yhdistetty taivutus- ja vaantoteoria. Se perustui neljad kayristymisfunktiota kdyttden muo-
dostettuun yksinkertaiseen siirtyméotaksumaan. Tassa artikkelin toisessa osassa esitellaan, kuin-
ka tata teoriaa voidaan soveltaa kdytannon tehtéviin elementtimenetelman tekniikoita hyvéksi
kayttaen. Tehtdva voidaan jakaa seuraaviin osiin: 1) kdyristymisfunktioiden maéarittdminen, 2)
poikkileikkaussuureiden méaarittdminen, 3) palkkitehtavan ratkaiseminen ja 4) poikki-leikkauksen
jannitysjakauman maarittaminen. Lopuksi esitetadn laskentaesimerkki.

Avainsanat: palkkiteoria, taivutus, vaanto, leikkausmuodonmuutos, kayristymisfunktio, reuna-
arvotehtava, heikko muoto, elementtimenetelma

Vastaanotettu: 4.6.2020. Hyvaksytty: 21.10.2020. Julkaistu verkossa: 13.4.2021.

Johdanto

Samoin kuin artikkelin ensimmaisessd osassa, palkin jaykkyyttd kuvaaville suureille,
kuten taivutusjaykkyydelle El,, kaytetaan tassa kaksikirjaimisia symboleja. Jos poikki-

leikkaus on homogeeninen ja kimmomoduuli E vakio, taivutusjaykkyys EI, on kimmo-
moduulin E ja jayhyysmomentin I, tulo.

Viitattaessa artikkelin ensimmaéisen osan kaavoihin, kaavanumeron eteen lisataan I-.
Esimerkiksi kaavanumero (I-21) alla viittaa artikkelin ensimmaéisen osan [1] kaavaan
(22).
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Kayristymisfunktioiden maarittaminen
Heikot muodot

Kayristymisfunktioille @(y,z), ¥ (y,z), ¥, (y,2) ja ¥,(y,z) esitettyjen reuna-arvo-

tehtavien (1-21) numeerista ratkaisemista varten johdettiin niiden heikot muodot (1-22),
jotka ovat

acpaq) oD oD ob_ od
6‘1‘ G‘PX
{G(ay ay p- YdA = j EW, gdA, (1b)
j G(a\P o, ali] a\Py)dA j EV,ydA, (1)
oy 6y oz
oY, 0y, a\ifz an e
je(ay ~ o )dA = { EW, zdA, (1d)

missd A on poikkipinnan alue ja s sen reuna seka ®(y,z), ‘i’x(y, z), ‘i'y(y, zZ) ja

‘i’z(y, z) ovat mielivaltaisia testifunktioita. Yhtalossa (1b) oleva kayristymisfunktio
#(y,z) ajatellaan tunnetuksi. Se voidaan maarittad, kun kayristymisfunktio ®(y, z) on
ensin ratkaistu reuna-arvoprobleeman (1a) ratkaisuna, kaavalla

¢(y1 Z):d)(y, Z)+A®_2Ty+yTZ’ (2)
missa Ag onvakio sekéd yr ja zy vadntokeskion koordinaatit. Reuna-arvotehtavien (1)

ratkaisuna saatavat kayristymisfunktiot ovat vakiota vailla yksikésitteisia. Sellaisiksi ne
saadaan vaatimalla, etta ne haviavat valitussa nollapisteessa P .

Elementtiyhtdlot

Muodostettaessa heikkoja muotoja (1) vastaavat elementtiyhtél6t, otetaan kéyristymis-
funktioille ®(y,z), ¥, (y,2), ¥, (y.2) ja ¥,(y,z) elementtiapproksimaatiot

D(y,2) = ZN(y,Z)CD.,‘P(y,Z) ZN(y,Z)‘P
- 3
\Py(y’z):ZNi(yiz)q]yi’ le(yaZ):ZNi(y’z)\Pzi’

i=1 i=1
missa @;, ¥, ¥, ja ¥, ovat kéyristymisfunktioiden solmuarvot, N, ovat muoto-

funktiot sek& M on solmujen lukuméara. Testifunktioille D(y,2), ‘i’x(y, z), li’y(y,z)

ja ‘i’z(y, Z) otetaan vastaavat esitykset. Heikkojen muotojen (1) diskretointi tavanomai-

seen tapaan johtaa seuraaviin yhtaldihin
Ka,=R,, Ka =R,, Ka =R, Ka,=R,, 4)

misséa
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a, =4 : ¢, @,=< : ¢, a,=3 : ¢, a,=9 : (5)
(DM \PXM \PyM LPZM
ovat kayristymisfunktion systeemisolmuarvojen muodostamat pystyvektorit. Systeemi-
matriisin K ja systeemivektoreiden R,,, R,, R, ja R, alkiot ovat

oN, ON; aN, oN,
Ki,._{c;(ay w e 1)dA (6)

ja
Ry, ch——z———ymA R, _IEN¢wx Ry =[EN;ydA, R,=[ENzdA  (7)
A

On huomattavaa, ettd kaikilla neIJaIIa' yhtéléryhmalla (4) on sama kerroinmatriisi. Jotta
niille saadaan yksikésitteiset ratkaisut, valitaan elementtiverkon tietty solmu r nolla-
pisteeksi P, ja vaaditaan, etta sen solmuarvot ® , ¥, ¥  ja ¥, haviavat. Tama

tapahtuu helpoimmin korvaamalla systeemimatriisin K r:s vaaka- ja pystyrivi
nollarivilla ja panemalla vastaavaksi diagonaalitermiksi ykkonen seka korvaamalla
systeemivektorien R, R, R, ja R, r s alkio nollalla.

Lineaarinen kolmioelementti

Liitteessa A on johdettu lauseke systeemimatriisia K vastaavalle elementtimatriisille K®

lineaarisen kolmioelementin tapauksessa, jossa kimmomoduuli E® ja liukumoduuli G°
ja ovat vakioita elementin alueella. Sille saatiin kaava

Ge blbl + Clcl ble + CICZ ble + ClCS
K= g b,b +c,c, bb,+c,c, bb,+c.c, |, (8)
b,b, +c,c, bb,+cc, bb,+coc,
missa A° on elementin pinta-ala ja
b=2-2, b=2-z, b=2-z ©)
C=Ys—Y2r C=Yi—VYs C=Y;—V.
Liitteessa A on my0s johdettu lausekkeet systeemivektoreita R,,, R,, R, ja R, vastaa-
ville elementtivektoreille Rg,, R}, R} ja R} . Niille saatiin kaavat

G blfe _Clye
Rs = 7 b,z ¢,y ¢, (10)
b,z° —c,¥°
T s
Rx = 12 ¢1 +2¢2 +¢3 ) (11)
¢+, +2¢;
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2y; + Y, + Y5

R} = o Yy +2Y;+ Y5 ¢ (12)
Y +Y; +2Y;
22° + 725 + 78

. BN

RS = B 2, +22,+ 175 ¢. (13)

Z+12,+22;
Ndissa kaavoissa ¢° ovat kéyristymisfunktion ¢ elementtisolmuarvot sekéd y’ ja z’ ovat
elementtisolmujen koordinaatit seka
e W tYatYs e _L+L+Z

= J2 I3 oze_1 T2 73 14
y 3 3 (14)

ovat elementin keskipisteen koordinaatit.
Poikkileikkaukseen liittyvien suureiden maadrittaminen

Poikkileikkaukseen liittyvdt suureet

Poikkileikkauksen vy, z -koordinaatiston origo O asetetaan poikkileikkauksen vetojayk-

kyyskeskioon. Kaytanndssa sen asema maéritetaan valitsemalla poikkileikkaukseen so-
piva y', z' -koordinaatisto. Tassé koordinaatistossa vetojaykkyyskeskion koordinaatit saa-

daan kaavoilla

ES; ES,
L=—2L, 70 =—2, 15
Yo EA °~EA (15)
missé
EA=[EdA, ES; = [EZ'dA, ES; = [ Ey'dA (16)
A A A
Taivutusjaykkyydet ja tulojaykkyys saadaan kaavoilla
El, =jEz2dA, El, =jEy2dA, El,, =jEysz (17)
A A A
Vakio A4 ja vaantokeskion koordinaatit y; ja z; saadaan kaavoilla
El, EI |[-El
A(D __ ES(I, 1 Yr _ 1 . z yz yd , (18)
EA' |z ELEIL,-EI;|El, EI || El,
missa
ES, = [ E®dA, El, = [ EzddA, El, = EyddA. (19)

Leikkaus, vaanto- ja kayristymisjaykkyys saadaan kaavoilla
GA-}[GdA, GJ —IAG[—(E—Z)Z+(E+ y)ydA, El, _jAE¢ dA (20)

Leikkauskorjauskertoimet saadaan kaavalla
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-1
{kv kﬂ}ir'z E'yz} Elye, El, {Elz E'w} (21)
k, k, | GA|El, EI El,, El, El, EI,

El,y, =[ Ez2¥ dA El, =[ Ey¥, dA,

misséa

(22)
El,y, =[ E2¥,dA El, = Ey¥,dA

Poikkileikkaussuureiden mdidirittdminen

Elementtimenetelmaa sovellettaessa on poikkileikkaussuureet kaytdnnollista maarittaa
summana elementtiosuuksistaan. Esimerkiksi leikkausjaykkyydelle, vaantéjaykkyydelle
ja kayristymisjaykkyydelle (20) saadaan

GA=§:(GA)‘*, GJ=§:(GJ)9, EI¢=i(EI¢)e, (23)

missa niiden elementtiosuudet ovat (GA)® (GJ)° ja (EI¢)e sekd N on elementtien luku-

maarda. Liitteessa B on johdettu poikkileikkaussuureiden elementtiosuuksien kaavat line-

aarisen kolmioelementin tapauksessa, kun kimmomoduuli E® ja liukumoduuli G°® ovat
vakioita elementin alueella. Seuraavassa esitetddn nama tulokset.

Aksiaalijaykkyyden EA ja kimmomoduulilla painotettujen staattisten momenttien
ES, ja ES, elementtiosuudet ovat

(EA) =E°A°, (ES,)"=E°A’Y*, (ES))"=E°AZ". (24)
Kimmomoduulilla painotettujen jayhyysmomenttien El, ja El, seka tulomomentin EI,
elementtiosuudet ovat

e EeAe e,,e e,,e e,,e e,,e e,,e e,,e

(EL)" = 5 (YrY: +YoYs +YsYs +YoYs +YaYr +YiYs),
e EeAe e,e e e e e e e e e e e

(Ely) = 5 (2)2; + 2,2, + 2,2, + 2,2, + 2,2, + 7, Z,), (25)
eEeAe e,e e,€e e,e e,e e,e e,e e,e e,e e,e

(Elyz) = 12 (2ylzl +2y222+2y3z3+y223+y322+y3zl +ylz3+y122+y221)'

Suureiden ES,, El,, ja El , elementtiosuudet ovat
(ES, )" = E°A*D°,

E°A°
El,,)" =
(Ble) =—1

(2y; @5 +2y;®3 + 2y, D3
+ Y, 05 + Y, @5 + Y, Of + Yy Df + Yy D5 + y;d7), (26)
(El,,) = %(szq); £ 22508 + 22508

e e e e e e e e e e e e
+ 2,05+ 2,0, + 2,D; + 2, D, + 2, D, + 2,D7),

missé ®; ovat kayristymisfunktion ® elementtisolmuarvot ja
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D7+ D)+ Dy

-
Leikkausjaykkyyden GA, vaant6jaykkyyden GJ ja kayristymisjaykkyyden EI  element-
tiosuudet ovat

o 7)

(GA)® =G°A°, (28)
e GeAe e e e\ 56 e e e\ e e,,e
(G‘]) = 6 [_S(blq)l + b2(D2 + be)IS)Z +3(Clq)1 + Czq)z + C3q)3)y + yl yl (29)
+ Y5 Y5+ Ys Vs +YoYs +YaVs + Vi Y5 + 22 + 2525 + 2525 + 2325 + 237 + 1, 25
ja
e EeAe e /e e je e e e /e e /e e /e
(El,)" = 5 (BB + 850, + P + 805 + oy + 8 D,) - (30)
Suureiden Elyy, Ely,, Elyy, ja El,, elementtiosuudet ovat
e EeAe e e e e e e
(EI y‘Yy) = ? (ZZl‘Pyl + 222\Py2 + 223\Py3
+ z§‘P§3 + z§‘P§2 + zg‘{";l + zf‘{";3 + zf\I’il2 + zs‘Pf,l),
e EeAe e e e e e e
(Elzwy) = 12 (2yl\Pyl+2y2\Py2+2y3\Py3
+ YW hs+ Y, + Vs + Y s + Y, + Y5, 31)

(El,y ) = %(&f\{!; F22WE 22,

e\ue e\yse e\e e\e e\yse e\se
+Z2\Pz3+ZS\P22+23\le+zl\Pz3+leP22+22lel)’
E°A°
12
e\pe e\ue e\ue e\pe e\ue e\ue
+y2LPzS+y3\P22+yS\le+ylLPzS+y1\P22+y2\le)1

missa W7, ja \P'; ovat kayristymisfunktioiden ‘¥, ja ‘¥, elementtisolmuarvot.

(2y; W5, +2y,¥5, + 2y, 5,

(EIZ\PZ)e =

Palkkitehtavan analyyttinen ratkaisu

Artikkelin osassa | kévi ilmi, ettd pakkitehtdvassa veto/puristustehtévé, taivutustehtava ja
vaantOtehtava voidaan ratkaista erikseen. Syntyneet differentiaaliyhtal6t (1-79a), (1-83) ja
(1-79d) ovat myos niin yksinkertaisia, ettd ne voidaan ratkaista analyyttisesti. Tassa
analyyttista ratkaisua tarkastellaan hieman yksityiskohtaisemmin.

Veto/puristustehtdvi
Veto/puristustehtdvassa aksiaalisen siirtyméan differentiaaliyhtélo (1-79a) on
" 9, (x)
u(x) =——=2--+ 32
() =="ca (32)
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janormaalivoiman ja aksiaalisen siirtyman yhteys (1-54a) on
N (x) = EAU'(X) . (33)
Differentiaaliyhtalon (32) ratkaisu on
u(x) =Cx+C, +u,(x), (34)
missa u,(X) on yksityisratkaisu. Tiettya jakautunutta aksiaalista kuormaa g, (x) vastaava

yksityisratkaisu saadaan integroimalla taydellinen yhtél6 (32) puolittain kahdesti ja jatta-
mall& integrointivakiot pois. Kun yksityisratkaisu u,(x) tunnetaan, voidaan huomioimal-

la reunaehdot palkin pdissé ja soveltamalla yhtéloita (33) ja (34) méérittad veto/puristus-
tehtavan analyyttinen ratkaisu.
Maaritetadn esimerkkina yksityisratkaisu u,(x) siind tapauksessa, etta aksiaalinen

kuorma jakautuu lineaarisesti, jolloin se voidaan esittdd muodossa

qx(x):qxﬁq“—lqﬂx, (35)

missa g,; ja q,, ovat kuorman arvot palkin péissa ja L on palkin pituus. Sijoittamalla

tdma yhtaldon (32) ja integroimalla se puolittain kahdesti saadaan yksityisratkaisuksi
1 1q,—-
Uy ()= —=Jayz =T —Ga s (36)
2 EA 6 EAL
Useimmissa kaytdnnon tehtavissa aksiaalinen jakautunut kuorma on nolla, vakio tai line-
aarinen, jolloin tdma4 tulos on sovellettavissa.

Taivutustehtdvi

Palkin taivutukseen liittyville siirtyméasuureille ja jannitysresultanteille kdytetdan tassa
seuraavia merkintoja

wlop o<l ) Mol e-lg] o

ja kutsutaan vastaavasti taipuma-, kiertyma-, liukuma-, taivutusmomentti- ja leikkaus-
voimavektoreiksi. Jakautuneille kuormille k&ytetd&dn merkintoja

a, [m,
q:{qz}’ m_{my} <

ja kutsutaan poikittaiskuorma- ja momenttikuormavektoreiksi. Taivutusjaykkyyksista (B
bending) ja leikkausjaykkyyksisté (S shear) muodostetaan myds matriisit
B= =l Ely S=GA “ K (39)
C|El, EL T Tk, k|
Tarkastellaan tdssa taivutustehtavad naitd merkintojé kayttaen. Palkin tasapainoyhtaldt (1-
44d), (1-44e), (1-44b) ja (1-44c) ovat
Q'+q=0 (40)
ja
Q=M+m. (42)
Keskimaaréisten liukumien, taipumien ja poikkileikkauksen kiertymien yhteydet (1-14)
ovat
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Y=V -0, (42)
taivutusmomenttien ja poikkileikkauksen kiertymien yhteydet (I-54b) ovat

M =-B@' (43)
ja leikkausvoimien ja keskiméardéisten liukumien yhteydet (1-60) ovat
Q=35y. (44)
Poikkileikkauksen kiertymille saadaan kaavoilla (42) ja (44)
®=Vv'-5S'Q, (45)
taivutusmomenteille kaavoilla (43), (45) ja (40)
M=-B(vV'+S7q) (46)
ja leikkausvoimille saadaan kaavoilla (41) ja (46)
Q=-B(V"+S™q")+m. 47
Poikkileikkauksen kiertymille saadaan kaavoilla (45) ja (47)
®@=V'+S'BV"+S'BS'q'~-S™'m. (48)

Sijoittamalla leikkausvoimat (47) tasapainoyhtél6on (40) saadaan palkin taipumille v(x)
differentiaaliyhtalo

vi® =B (q+m)-S7'q". (49)
Tama on yhtélo (1-81) matriisimuotoisena. Yhtalon (49) yleinen ratkaisu on
3 2
V(X):%C1+X?C2+XC3+C4+VO(X), (50)

missa C,, 1=1,2,3,4, ovat integrointivakioista kootut 2x1 pystyvektorit ja v,(x) on
yksityisratkaisu. Tiettyja jakautuneita kuormituksia g(x) ja m(x) vastaava yksityisrat-
kaisu saadaan integroimalla taydellinen yhtald (49) puolittain neljasti ja jattamalla inte-
grointivakiot pois. Kun yksityisratkaisu v,(x) tunnetaan, voidaan huomioimalla reuna-

ehdot palkin pdissa ja soveltamalla yhtél6ita (46), (47), (48) ja (50) méérittaa taivutusteh-
tavén analyyttinen ratkaisu.
Maéritetadn esimerkking yksityisratkaisu v,(x) siind tapauksessa, ettd poikittainen

kuorma ja momenttikuorma jakautuvat lineaarisesti, jolloin ne voidaan esittdd muodossa
1 1
q(x)=q1+E(Q2_q1)Xv m(X):m1+E(m2_m1)Xv (51)

missa q;, d,, My ja m, ovat kuormien arvot palkin paissé yhtalo (49) saa muodon

_ 1 1
v =B 1[q1+t(q2—ql)x+E(m2—ml)]- (52)

Integroimalla tdmé puolittain neljasti ja jattdmalla integrointivakiot pois saadaan yksityis-
ratkaisuksi tulos
5 4

X X X
VO(X):B 1[%%*‘@«12_ql)"’m(mz_ml)]- (53)

Useimmissa kaytannon tehtdvissa jakautunut poikittainen kuorma ja momenttikuorma
ovat korkeintaan lineaarisia, jolloin tdma tulos on sovellettavissa.
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Vddntotehtdvi

Vaantokulman 6, (x) differentiaaliyhtélo (I-79d) on
m, +b'

9(4) 9”
( ) e

(54)
¢
misséa

GJ
k=L 55
Bl (55)
ja L on palkin pituus. Saint-Venantin vaéntdmomentln, kayristymismomentin ja koko-

naisvaantomomentin lausekkeet (1-76), (1-54c) ja (I-77) ovat

T(x)=GJE(x), (56)
B(x) = —El465(x) (57)
ja
M (X) = B'(X) + T (x) = —EIl ,65(x) + G 65 (x). (58)
Differentiaaliyhtéalon (54) yleinen ratkaisu on
6,(x) =C; +Cyx+C4 sinh(% X)+Cy cosh(% X) + B0 (%), (59)

missa 6,4 (x) on jakautuneita kuormituksia m, (x) ja b(x) vastaava yksityisratkaisu. Kun
yksityisratkaisu 6,,(x) tunnetaan, voidaan huomioimalla reunaehdot ja soveltamalla yh-
taloita (56)-(59) méaarittad vaantdtehtdvan analyyttinen ratkaisu.

Maéritetadn esimerkkina yksityisratkaisu 6,,(x) siind tapauksessa, ettd momentti-

kuorma ja kayristymismomenttikuorma jakautuvat lineaarisesti, jolloin ne voidaan esittaa
muodossa

mx(x)=mxl+wx, b(x)=bl+¥x, (60)
missa my;, m,,, b; ja b, ovat kuormien arvot palkin pdissa. Kéytetdan yritetta
0.(x) = ax’ + Bx°, (61)
missa « ja S ovat vakioita. Sijoittamalla se differentiaaliyhtélbbn (54) saadaan yhtalo
b b1 -m
—20—-6 x——m XLy, 62
josta seuraa vakioille
11 b, —b, 1m,-m
o= m,, +—2 , f=—-=—22_x 63
2GJ(X1 )’ 6 GJIL (3)
Yksityisratkaisulle saadaan siis tulos
Xo(x)——Esz I1meo-mg 3 10 -b o (64)
2GJ 6 GJL 2 GJL

Useimmissa kaytannon tehtévissa jakautunut vaantava momenttikuorma ja kayristymis-
momenttikuorma ovat korkeintaan lineaarisia, jolloin tdma tulos on sovellettavissa. Myos
monimutkaisemmin jakautuneiden kuormien m, (x) ja b(x) tapauksessa yksityisratkaisu
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on loydettavissa. Koska differentiaaliyhtalé (54) on analoginen ohutseindmaéisten avoin-
ten poikkileikkausten vaantoteoriassa esiintyvén vastaavan yhtalon kanssa, voidaan alan
kirjallusuudessa esitettyja yksityisratkaisuja myos hyodyntdd. Esimerkiksi lahteen [3]
sivuilla 162-163 on esitetty joitain yksityisratkaisuja.

Palkkitehtavan analyyttisiin ratkaisuihin perustuva
elementtiratkaisu

Palkkitehtavan analyyttisten ratkaisujen madrittdminen monimutkaisemmissa tapauksissa
on ty6lastd, joten prosessi on tarkoituksenmukaista systematisoida kéyttden elementtime-
netelmén tekniikkaa. Seuraavassa esitellaan elementit, joiden avulla veto/puristus-, taivu-
tus- ja vaantotehtavat voidaan ratkaista. Tassé esitetdan elementtien jaykkyysmatriisit ja
kuormitusvektorit siind tapauksessa, ettd elementtiin kohdistuva kuormitus on lineaari-
sesti jakautunut. Johdot on esitetty liitteissé C, D ja E. Niissd on my0s esitetty, kuinka
siirtymasuureiden ja jannitysresultanttien tarkat jakaumat elementtien alueella voidaan
maarittad. Tehtavat voisi myos formuloida likiméaaraisesti virtuaalisen tyon periaatetta ja
tavanomaisia C°- ja C'-jatkuvia janaelementteja kayttden, mutta tassa pitdydytaan me-
nettelyyn, joka antaa kaikille osatehtéville analyyttiset ratkaisut.

Veto/puristustehtdvd

Liitteessd C on johdettu veto/puristustehtavén elementtiratkaisu. Elementin jaykkyys-

matriisille saatiin
1 -1
Ke = EA , (65)
LF1-1 1

missa EA on elementin aksiaalinen jaykkyys ja L* on elementin pituus. Siind tapauksessa,
ettd aksiaalinen kuorma g, (x) jakautuu elementin alueella lineaarisesti, elementin kuor-

mitusvektorille saatiin
e e 2 e e 1
Re — leL + qXZL , (66)
6 |1 6 |2

missd q;, g;, ovat kuorman arvot elementin pdissé. Liitteessa C on myds esitetty, kuinka
elementin kuormitusvektori saadaan monimutkaisemmin jakautuneen kuorman g, (x) ta-
pauksessa seké kuinka aksiaalisen siirtyman u(x) ja normaalivoiman N(x) tarkka jakau-
tuminen elementin alueella voidaan maarittaa.

Taivutustehtdvi

Liitteessa D on johdettu taivutustehtadvéan elementtiratkaisu. Elementin jaykkyys-matrii-
sille saatiin
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12 6 12 6
Th [CAT A
1 Luirg) —&1 Li-g
1 LeZ Le (p LEZ Le (p
K =B(l +0) 67
G 6 12 6 67
6 1 6 1
! e et e
missa
q>=i822 s'B, (68)

I on 2x2 yksikk6matriisi ja L° on elementin pituus. Siind tapauksessa, etta jakautunut
poikittainen kuorma q(x) ja momenttikuorma m(x) jakautuvat elementin alueella line-

aarisesti, elementin kuormitusvektorille saatiin

e e ] <R L 1 1
l+—o I+— =1 —1
20 3 200 6 2 2
Le2 Le2 Le2 Le2 Le Le
20 a0 a? | TR Rt
RE=(1+o)7[ = oo lar+| O T |asl+ m? + me,
] 7 L 1 1
I+— l+— =1 |
20 6 20 3
LeZ LeZ LeZ LeZ Le Le
- -— - —(1-9) -——(-9)
30 247 T2 u?  l12 | Y l

(69)
missd g7, g5, M; ja m$ ovat kuormien arvot elementin paissa. Liitteessa D on myds

esitetty, kuinka elementin kuormitusvektori saadaan monimutkaisemmin jakautuneiden
kuormien g(x) ja m(x) tapauksessa seka kuinka taipumien v(x), poikkileikkauksen kier-

tymien ®(x), leikkausvoimien Q(x) ja taivutusmomenttien M(x) tarkka jakautu-minen

elementin alueella voidaan maarittaa.

Elementti, jonka jaykkyysmatriisi on kaavan (67) mukainen, soveltuu taivutustehtdvan
ratkaisemiseen yleisessa tapauksessa. Liitteessa D on esitetty, ettd symmetrisen poikki-
leikkauksen tapauksessa, jos vy - tai z -akseli yhtyy poikkileikkauksen symmetria-akse-

liin, kytkentd (x, y)-ja (X, z) -tasoissa tapahtuvan taivutuksen valilla haviad. Talloin tassa
esitetyt yhtalot yhtyvat lahteessa [2] esitetyn elementin yhtéal6ihin.

Vddintotehtdvd

Liitteessé E on johdettu vaantotehtavan elementtiratkaisu. Elementin jaykkyysmatriisille
saatiin
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—sh ch-1 ——sh ch-1
L& L®
L L
ch-1 —(kch-sh) 1-ch —(sh—k)
e _ GJ k k (70)
2-+ksh-2ch —Lsh 1-ch Lsh 1-ch
L L
L® L®
ch-1 ?(sh—k) 1—ch ?(kch—sh)
missa ) )
GJ
k=L° =2, 71
T (71)

GJ on elementin Saint-Venantin vaantdjaykkyys, El , On elementin kayristymisjayk-
kyys ja L° on elementin pituus. Kaavassa (70) kaytetddn myods lyhennysmerkintoja
sh =sinh(k) ja ch =cosh(k) . Siin& tapauksessa, ettd jakautunut momenttikuorma m, (X)
ja kayristymismomenttikuorma b(x) jakautuvat elementin alueella lineaarisesti kuormi-
tusvektorille saatiin

e_ 1
" 2+ksh-2ch
k?-4 k?>-3 . k?’-4 k?+4 k?>+6 , k’+4
+ sh— ch)L® + sh— ch)L®
( 2k? 3k 2k? ) ( 2k? 6k 2k? )
2 _ 2 1 1 1
(k—zlz_ish+k Z6ch)L62 (E—ESh-I‘ECh)LeZ
[ z6k 3k 3§ R e
(k +4+k +65h_k +4ch)Le ( _2 A P —2 ch)L®
k% 6k 2k 2k% 3k 2K
1 1 1 k?-12 3 k? +6 )
(—g‘f‘ESh—gCh)Lez _(W_EShdl— 3k2 Ch)Le
1+£sh—ch
2
2 2
X 24—§m+k 2 on)Le
ey MO (55 )], (72)
1+—sh-ch
2
k-4 2, K*’+4 .
—( 2 —Esh+ % ch)L

missa mg;, m§, , bf ja by ovat kuormien arvot elementin péissé. Liitteessa E on myds

esitetty, kuinka elementin kuormitusvektori saadaan monimutkaisemmin jakautuneiden
kuormien m (x) ja b(x) tapauksessa seka kuinka véaantdkulman 6, (x), Saint-Venantin

vaantomomentin T (x) , kdyristymismomentin B(x) ja kokonaisvéantomomentin M, (x)
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tarkka jakautuminen elementin alueella voidaan méaarittaa.

Poikkileikkauksen jannitysjakautuman maadrittaminen
Poikkileikkauksen jdnnityskomponenttien jakautuminen

Kun palkin poikkileikkauksen kayristymisfunktiot ¢(y,z), @(y,z), ¥,(y,2), ¥,(y.2)
ja ¥,(y,z) on ratkaistu ja palkin jannitysresultantit N, M, M,, Q,, Q,, T, B ja
derivaatta B’ tarkasteltavassa poikkileikkauksessa X = x, tunnetaan, voidaan kaavojen (I-
87) perusteella tietyn poikkileikkauksen normaali ja leikkausjannitysjakaumat maarittaa

kaavoilla
b t
T T T
o ot s, {}:{ {fH } 73
TZX TZX Z-ZX

missa ylaindeksit s, b ja t viittaavat veto/puristus- (stretching), taivutus- (bending) ja
vaantdtehtavaan (twisting). Naita vastaavat normaalijannitykset ovat

T 1
N M El El y B
S:E_, b:E z z yz , t:_E_ 74
Oy EA Oy {My} |:EIyZ Elyi| {Z Oy El ¢ ( )

[
ja leikkausjannitykset ovat

oY, ov, 1
nl_gl & o [E. EL[[Q
T ov, ow, | El. ElL| (Q]
0z 0z (75)
oD oV,
t A, '
gty | Byl
;X GJ | oD El, | 0¥,
0z oz

Artikkelin ensimmaisen osan kaavoista (1-87) poiketen on t&ssa siis vedon/puristuksen,
taivutuksen ja vaannon osuudet jannityksista eritelty.

Poikkileikkauksen jdnnityskentdn mddrittdminen lineaarisen
kolmioelementin tapauksessa

Jannitysten (74) ja (75) arvot elementin € solmun i kohdalla voidaan méaérittaa kaavoilla

T -1
N M El El A B
sg:Ee_’ b?:Ee z z yz i , t'e:_Ee_'e’ 76
(1) =E" = (o) {M} {EIW E,J {Zf} C)=-Eg 4 (9

22y e Ly
{(rzx)?}:GE( Ty sl 7
(7'-z><):5 GJ oD e e EI¢ a\Px e
(8_) +Yi =)
7 oz
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{(r;’x)?
(T2

missa y; ja z' ovat elementtisolmujen koordinaatit.

_c (WV)B &) e, B, Q,
}_ oY, o {E'yz E'y} {Q}

oY oY,

(77b)

(a—zy)e (=

Kayristymisfunktioiden osittais-

derivaatat, jotka ovat vakioita elementin alueella, Iasketaan kaavoilla

oD oD

—) = @ +b,D; +b,D] —) = ¢, ®; +¢,D; +¢,0

( ) = ZAe(bl 3): (82) 2Ae( )

a\P — (b¥5, +b,¥5, +b,'V5,), e (W5, +C, Y5, +C,'P5,),

@y 2Ae 0z 2Ae

v, . (78)
—r Wi +h, P, +0,90,), y ¢, +C, ), +C
(ay ZAe(bl 2B, (1) = 2Ae( )

6\1’ (bl‘I’e +b, ¥, +b,P5), (a\PZ) (c Ve +c, W5, +CYS,),

ay 0z
missa q)ie1 ye, ¥ yi ja ¢ i=1,23 ovat kayrlstymlsfunktloiden o, ¥, ¥, jaY,

elementtisolmuarvot.

Tarkasteltava

@ poikkileikkaus
lF 4y
EEEERR! ,
I 5 0
7 7
%ShﬂShf’l’./jShIShl
éx
(b)
o
0,17 C
0,14 h
- |«
E, =SE
v, =0,3
L | y v

| h | h

N

Kuva 1. (a) Kolmitukinen palkki ja (b) sen kahdesta materiaalista koostuva poikkileikkaus
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Esimerkkitehtava

Tarkastellaan kuvan la kahdesta materiaalista koostuvaa kolmitukista palkkia, jota
kuormittaa sen neljannespisteessa x =5h pistekuorma F ja valilld 10h < x <15h tasan
jakautunut viivakuorma q, = F /(5h) . Vasemmasta paastaan x =0 palkki on tuettu siten,

ettd sen siirtyminen akselia vastaan kohtisuorassa tasossa ja kiertyminen akselin ympari
on estetty, mutta poikkileikkaus voi kayristyd vapaasti. Keskeltd x =10h se on tuettu
siten, ettd sen siirtyminen akselia vastaan kohtisuorassa tasossa on estetty, mutta se voi
kiertyd akselin ympéri vapaasti. Oikeasta paastdédn x =20h palkki on tuettu siten, etté sen
siirtyminen, kiertyminen ja poikkileikkauksen kéyristyminen on estetty. Koska pistekuor-
ma F ja viivakuorma q, sijaitsevat etaisyydella e, vaantokeskiostd T (kuva 1b), kohdis-

tuu niisté palkkiin myos vaantava pistemomenttikuorma —F -e; ja véantava tasan jakau-
tunut momenttikuorma m,, =—qe; .

Poikkileikkausanalyysi suoritettiin tdssd elementtimenetelméalla kayttden lineaarisia
kolmioelementteja. Liitteessé F on esitetty poikkileikkauksen kayristymisfunktioiden ja-
kaumat. Sen tuloksena saatiin poikkileikkauksen taivutukseen liittyville jaykkyyksille

EA~2,777Eh? El ~0,8375Eh" El, ~ 0,2993Eh*, El , ~0,0543Eh*, GA~ 1,126 Eh’
ja leikkauskorjauskertoimille k, =0,5447, k, ~0,3235, k, ~0,0053. Edelleen saatiin
vaantoon liittyville jaykkyyksille GJ =~ 0,07793Eh*, El, ~0,1352Eh® ja vaantokeskion
asemalle e, =0,3278h.

Koska rakenteeseen ei kohdistu akselin suuntaista kuormitusta, veto/puristustehtava
antaa nollatuloksen. Taivutustehtdvan ratkaisuna on kuvissa 2-5 esitetty taipumien v(Xx)

ja w(x), poikkileikkauksen kiertymien 6,(x) ja 6,(x), taivutusmomenttien M, (x) ja
M, (x) seka leikkausvoimien Q, (x) ja Q,(x) jakaumat. Havaitaan, etta vaikka kuormi-
tus on pystysuora, palkki taipuu myds vaakasuunnassa seka taivutusmomentti M ja leik-
kausvoima Q, ovat nollasta eroavia. Vaantotehtavan ratkaisuna on kuvissa 6-8 esitetty
poikkileikkauksen kiertyman & (x), sen derivaatan 6,(x), kokonaisvaantd-momentin
M. (x), Saint-Venantin vdaantdmomentin T(x), kdyristymismomentin B(x) ja sen deri-
vaatan B’(x) jakaumat.

Lopuksi méaritettiin jannitysjakaumat poikkileikkauksessa x =2,5h (kuva 1a). Tai-
vutuksen jannitysresultanteille t&ssa poikkileikkauksessa saatiin M, = 0,8663Fh,
M, ~0,0008102Fh, Q, ~0,3465F ja Q, ~0,00034F (kuvat 4 ja 5) seka vaannon janni-
tysresultanteille saatiin T ~—0,3234Fh, B ~-0,03181Fh’ ja B’ ~-0,02526Fh (kuvat
7 ja 8). Kuvissa 9 ja 10 on esitetty sekd (a) taivutuksesta ettd (b) vd&dnnosta aiheutuvat
normaalijannityksen o, ja leikkausjannityksen itseisarvon T:Jrfy +72 jakaumat tar-
kasteltavassa poikkileikkauksessa.
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-2.5
2F
Eh -1.5
m}
F -1
-0.5
/T\
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50 : : : : 0.5+ . : : :
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) ) ) ) h h
Kuva 2. Taipumien v(x) ja w(x) jakaumat
-10 ¢ 1
5+

0 5 10 15 X 20 0 5 10 15

i
h h
Kuva 3. Poikkileikkauksen kiertymien 6,(x) ja 6, (x) jakaumat
5 4 x107
-1 2t
M
2 () e A ) — S —
Fh Fh
0,00084Q2
108 2
2 : : : ' 4 : : : :
0 5 10 15 X 20 0 5 10 15 X 20
h h

Kuva 4. Tavutusmomenttien M, (x) ja M (x) jakaumat seka niiden arvot tarkasteltavassa
poikkileikkauksessa x = 2,5h

45



-0.5F

‘ ‘ ‘ ‘ 410,000324 ‘ ‘ ‘

0 5 10 15 X 20 0 5 10 15 X 20
h h

Kuva 5. Leikkausvoimien Q, (x) ja Q,(x) jakaumat seka niiden arvot tarkasteltavassa poikki-

leikkauksessa x = 2,5h

20 0 5 10 15 20

d
h

> | =

Kuva 6. Poikkileikkauksen kiertyméan 6, (x) ja sen derivaatan 0;(x) (vaantyman) jakaumat
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04, -0.4

03234
-0.3
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h i

Kuva 7. Kokonaisvaantdmomentin M _(x) ja Saint-Venantin vaantdmomentin T(x) jakaumat
seka jalkimmaisen arvo tarkasteltavassa poikkileikkauksessa x = 2,5h

-0.2¢

BP - 2 :)
T\ 00—
Fh? Fh
0.1f 0.1r

0.2 0.2}
0.3F 037
0.4 : : : 0.4 : : : '
0 5 10 15 x 20 0 5 10 15 x 20
h h

Kuva 8. K&yristymismomentin B(x) ja sen derivaatan B'(x) jakaumat sek& niiden arvot
tarkasteltavassa poikkileikkauksessa x = 2,5h

Johtopaatokset

Artikkelin ensimmaéisessa osassa esitettiin teoria, jonka avulla voidaan maarittaa taivute-
tun ja vaannetyn suoran palkin siirtymé- ja jannitystila systemaattisesti ja perinteisia teo-
rioita tarkemmin. Palkin poikkileikkaus voi olla muodoltaan mielivaltainen ja koostua
my0s useammasta materiaalista. Tassa artikkelin toisessa osassa teoriaa sovellettiin kayt-
tden elementtimenetelmad. Ensimmadiseksi johdettiin elementtiyhtélot poikkileikkauk-
seen liittyvien kayristymisfunktioiden méaéarittdmiseksi. Yksityiskohtaiset lausekkeet ele-
menttimatriisille ja elementtivektoreille esitettiin lineaarisen kolmioelementin tapaukses-
sa. Toiseksi esitettiin, kuinka palkkitehtdvan poikkileikkaussuureet voidaan maarittaé,
kun kayristymisfunktioiden elementtiapproksimaatiot tunnetaan. Kolmanneksi esitettiin
palkkitehtdvan analyyttinen ratkaisu. Samalla tavalla kuin perinteisissé palkkiteorioissa
veto/puristus-, taivutus- ja vaantoétehtavét voitiin kasitelld erikseen ja kullakin on olemas-
sa analyyttinen ratkaisu. Néaihin analyyttisiin ratkaisuihin perustuen johdettiin elementit,
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joiden avulla saadaan palkkitehtdvan tarkka ratkaisu monimutkaisemmissa kuormitus- ja
tuentatapauksissa. Neljanneksi esitettiin, kuinka palkin tietyn poikkileikkauksen jannitys-
jakaumat voidaan maarittaa, kun jannitysresultantit ja k&yristymisfunktioiden elementti-
approksimaatiot tunnetaan. Artikkelin lopussa menetelmén eri vaiheita demonstroitiin
laskentaesimerkin avulla.

(a) Taivutus

NN
SR
S
S
N

2]
N

VAVAV
AVAV/

4
AVAY: %
7 A <2V
ZOT P A AVa v
IHKARSK e SSKIAA K
SN PAVA AVA A VAVATAN

(b) Viinto

0.5

Kuva 9. (a) Taivutuksesta ja (b) vaannosta syntyva normaalijannitys
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(a) Taivutus
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\VAVAVAY

(b) Viinto

NS ¥

VAVAVAVANDLVAV.V.V: ViV

<N
5
5
N
N
N
N
S
5

RRRER s
svavatNZAVAN

WAVAVAVAVAVA & o /AVAAVAVAY 5

Kuva 10. (a) Taivutuksesta ja (b) vaannosta syntyva kokonaisleikkausjannitys
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Liitteet

A Elementtimatriisi ja elementtivektorit lineaarisen kolmioelementin
tapauksessa

Téssd tarkastelussa poikkileikkauksen kimmomoduuli E ja liukumoduuli G otaksutaan
elementin alueella vakioksi. Kaytetddn hyvaksi seuraavia lineaarisen kolmioelementin
muotofunktioille N/ (y,z) péatevié tuloksia

ON; _ b, , ON; _ G L i=123, (A1)
oy 2AT oz 2A°
ijdA:i, J'%dA:g, I%A:&, i-1,23 (A2)
I 3' Loy 2" & 2
ja
jN?N?dA:i, kuni = j, jN?N?dA:i, kuni # j
v 6 w12
e b . i,j=123. (A.3)
I%NﬁdA:—‘, I%Nj‘dA:&
x OY 6 5 oz 6

Naissa kaavoissa A° on elementin pinta-ala ja
b=2-25, b=2z-2, b=2-7,
C=Ys—Y2r C=Y1—VYs C=Y— Y.
Systeemimatriisin K alkioita (6) vastavan elementtimatriisin K*® alkioille saadaan

(A4)

K¢ :Gej(a:; a:yi +6(;\|Zi 5(';'21 )dA = fAe (bb;+cc,), i,i=123. (AS5)
he
Systeemivektorin R, alkioita (7a) vastavan elementtivektorin R, alkioille saadaan
RS, =Gej(%z _ONC y)dA = G _ (b.jsz—cijydA). (A.6)
2 Oy oz 2A° °
Sijoittamalla ndihin koordinaattien esitykset
y=Niy; +Noy; +Ngys, 2=Niz +N;z; + Nyz; (A7)

saadaan tulos

RS, :G—e[bi( [ N7dAz; + [ N3dAZ; + [ NSdAS)
2A° ) - X
—,(] NfdAy; + [ NsdAys + [ NidAys)] (A8)
A® A A®
Ge
=—(hzZ®-cy°).
, (b7 -cy)

Systeemivektorin R, alkioita (7b) vastavan elementtivektorin R alkioille saadaan
R =E° [ N7gdA. (A.9)
AE
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Sijoittamalla t&4hén ¢ :n elementtiapproksimaatio

¢ = Nig +Nagy + Nygs (A.10)
saadaan edelleen
RE = E°([ NINSAAS + [ NPNGAAGS + [ NINSdAG) . (A11)
A A A
Koko elementtivektorille R¢ saadaan tulos
Ra Ee e 207 + ¢ + s
RS =<R}, = &+ 20, + 5 ¢ (A.12)
R &+ 4, + 205
Systeemivektorin R alkioita (7c) vastavan elementtivektorin R‘; alkioille saadaan
R = E° j NeydA. (A.13)
Ae
Sijoittamalla t&4hé&n koordinaatin y elementtiapproksimaatio (A.4) saadaan edelleen
R;, = E°([ NNSdAy; + [ NSNSdAy; +E [ NNSdAY;). (A.14)
A A A
Koko elementtivektorille R}, saadaan tulos
| gepe | Y2V
R(; = R;z 27 yf +2y; +y§ . (A15)
Rys Yi Yz +2Y5

Elementtivektorille R¢ saadaan vastaavasti tulos

Eepe 22, +2,+1;

e

Z +1,+2z,
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B Poikkileikkaussuureiden elementtiosuudet lineaarisen kolmioelementin
tapauksessa

Kimmomoduulilla painotetun pinta-alan momentin EA elementtiosuudelle saadaan

(EA)° =E°[dA=FE°A". (B.1)
AE‘
Kimmomoduulilla painotetun staattisen momentin ES, elementtiosuudelle saadaan
(ES,) = E° [ ydA=E*([ Nyday: + [ NidAy: + [ Nzdays) =Esac 70
AE Ae Ae Ae 3 (B.2)
— EGAEVQ’
ja staattisen momentin ES, elementtiosuudelle vastaavasti

(ES,)* =E° j 20A = E°A°Z". (B.3)
Ae

Kimmomoduulilla painotetun tulomomentin EI , elementtiosuudelle saadaan
(E1,)" =E° [ yadA=E° [ (Ny; +N3ys + N5ys)(NSz{ +N§z5 + NS z§)dA
A® A®

= E°[[ NP N;dAy;z; + E [ NSNSdAy;z; +E [ NNsdAyszS
A® A A
e e e,e e,e e e e,e €., e e e,e e,e (B.4)
+ _[ Ny N;dA(Y;Z5 +Y52;) + I N;N3dA(YsZ + Y, Ys) + I Ny N dA(Y Z; + Y,2))]
A° A A

Y
Taivutusjaykkyyksien El, ja El  elementtiosuuksille saadaan vastaavaan tapaan tulokset

e

e e e e e e e e e e e e e e e e e
(2Y12, +2Y,2, +2Y525 + Y, 23 + Y32, + Y32y + Y1 23+ Y1 2, + Y, 7).

e

Ae e,,e e, ,e e,,e e,,e e,,e e,,e
5 (Ve Y + Yo Yo +YsYs +YaYs +Ys Y + YY) (B.5)

E
(EL)® = Eej y2dA =
Ae
ja
E°A°
+ + + + +
5 207 + 2,2+ 2525 + 2,2, + 252, + Z;

Suureen ES, elementtiosuudelle saadaan
(ES,)* = E° [ @dA = E°(| N7dA®] + [ N3dADS + [ NSdADS)
A® A® A8 Ae

(E1,)* = EEJ. 22dA = 28). (B.6)

(B.7)

=E°A°D°,

— EeAe CD;-{-CDZ-{—(D;
3

Suureen El ,, elementtiosuudelle saadaan
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(Elyg)" = E° [ 200dA=E® [ (N;z +N5z5 + N3z5)(N; @S + N5 + NSD)dA
A A

= E°([ N;N;dAZf®; + [ NSNSdAZ®; + [ N3NSdAZ®;
A® A° A
(B.8)
+ [ NSNSAA(Z5@S + 2505) + [ NSNFAA(ZS®@; +2®5) + [ NSNSAA(Z D5 + 2D5)
A° A A®
_E°A°
12
Suureen El,, elementtiosuudelle saadaan vastaavasti

(El,,)* =E° [ y®dA
Ae

(2] @] + 22, + 22,D5 + 2,03 + 2, D5 + 2, D5 + ;D5 + 2, D5 + 2,D7).

(B.9)
EeAe e e e e e e e e e e e e e e e e e e
= 12 (2y1(Dl + 2yZCI)Z + 2y3(D3 + yZCDS + y3q)2 + ySq)l + yl(D3 + qu)z + yZCDl)'

Kayristymisjaykkyyden EI ,elementtiosuudelle saadaan

e e 2 EeAe e e e e e e e e e e e e
(El,)" =E f¢ dA = 5 (Bh + 80 + 55 + s + B + 4 0r) - (B.10)

Ae

Leikkausjaykkyyden GA elementtiosuudelle saadaan

(GA’ =G [dA=G°A". (B.11)
Ae
Vaantojaykkyyden GJ elementtiosuudelle saadaan
. uf. OD oD
(GI)* =G [[(———2)z+(—+Yy)yldA
e Oy 0z

b,
2A°

b,

=G°[—( by @; + A

2A°

e
D, +

®3) [ (Nfz{ +N5z5 + N3z5)dA
Ae

c o .
2/§e 3+ 2/:3\e s

+G°([ 2°dA+ [ y?dA) (B.12)
A® A®

c
+(=o; +

oae ) (N7y; +NZy; + N3 y5)dA]
AE‘

G°A°
6

[-3(b, @7 +b, D5 +b,®3)Z° + 3(c,D; + ¢, D5 +C,D3)Y°

e,,e e,,e e,, e e,,e e,,e e,, e
TYi Y T YoYo +YsYs H Yo Y3 T Yy VY,
‘22 + 2525 + 2525 + 2525 + 2525 + 2,25 ).

Suureiden Elwy, Elzq,y, El,, Ja El,, elementtiosuuksille saadaan vastaavaan tapaan
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(El,y,) =E°[ 2%, dA

E°A°
e e e e e e
=0 (7)Y, + 22,5, + 22,1,
e e e e e e e e e e e e
+22‘Py3+23‘1’y2+23‘Pyl+zl‘}’y3+zl‘1’y2+22‘Pyl),

(Ely,) = EejAe y¥, dA

EeAe e e e e e e
= 12 (2y1\Py1+2y2\Py2+2y3\Py3

+ y;‘l’§,3 + yse\P(;z + yaeq];l + Yflyixs + ysl{lixz + yglPeyl),

(El,y, ) =E°[ 2¥,dA

E°A°
= P (22)YS, + 22,5, + 22595,

e\pye e\ye e\pye e\ye e\pe e\pe
+ Z2\1123 + ZSlPZZ + Zslel + lePzS + Zl‘{lzz + qulzl)1

(El,y,)* = EeIAe y¥, dA

EeAe e e e e e e
= (2y1\I121+2y2leZ +2y3lP13
12 (B.13)
+Yo W+ YW, + Vs Y P Y P, + Y ). .
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C Vedetyn/puristetun palkin elementtiratkaisu

z

/ ()

Kuva C.1. Vedetyn/puristetun palkkielementin vapausasteet
C.1 Elementtiyhtalot

Aksiaalisen siirtyméan differentiaaliyhtalon (32) yleinen ratkaisu (34) voidaan esittaa
muodossa

u(x) =[x 1]C+uy(x), (C.1)
missa
C= {Cl} . (C.2)
C,
Sité vastaten saadaan normaalivoimalle elementin alueella kaavalla (33)
N(x) = EA[l O]C+ N, (x), (C.3)
mIissé suuretta
No (X) = EAu (X) (C4)

kutsutaan tassé yksityisratkaisua u,(x) vastaavaksi normaalivoimaksi. Yhteensopivuus-

ehdot elementin péissa ovat
at u(o
18 { (3} cs)
a5 (u(L)

ja niista seuraa vapausastesiirtymien ja integrointivakioiden vélille yhtalo
a®=AC+ay, (C.6)

& 0 1 IN(
at= %L Az{ i } ao={ O(e)} (C7)
a5 L1 Uo (L)
Tasapainoehdot elementin péissa ovat
= -N(0
| [N (C.8)
F) N

ja niista seuraa vapausastevoimien ja integrointivakioiden valille yhtalo
F* =BC+ F (C.9)

misséa

misséa
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e |F’ 10 No(0)
Fé = , B=EA = . C.10
{er} L } Fo- {No(Le)} (10

Yhtéloista (C.6) saadaan integrointivakioille

cC=A'@"-ay,). (C.11)
Yhtéloista (C.9) ja (C.11) seuraa elementin vapausastevoimien ja -siirtymien vélille
yhtélo

F®=K®%®-R®, (C.12)
missa
=BA* (C.13)
on elementin jaykkyysmatriisi ja
=K®a, - F (C.14)
on elementin kuormitusvektori. Matriisin A kaanteismatriisi on
41 -1 1
A== . (C.15)
LI o
Elementin jaykkyysmatriisille saadaan kaavalla (C.13) yksinkertainen tulos
1 -1
Ke = EA . (C.16)
f1-1 1

Kun rakenne on analysoitu ja elementin vapausastesiirtymat a°® tunnetaan, voidaan
integrointivakiot maarittaa kaavalla (C.11). Sen jélkeen voidaan aksiaalisen siirtyman ja
normaalivoiman jakaumat elementin alueella méérittaa kaavoilla (C.1) ja (C.3).

C.2 Elementin kuormitusvektori lineaarisesti jakautuneen kuormituksen
tapauksessa

Johdetaan lopuksi elementin kuormitusvektorille yksinkertainen tulos siina tapauksessa,
ettd aksiaalinen jakautunut kuorma q,(x) on elementin alueella lineaarinen ja muotoa

(35). Yksityisratkaisu (36) elementtiin e sovellettuna on

10u .. 10,-0g o
U (x)=—=—x x2__Ix C.17
o(X) 2 EA 6 L°EA (C.17)

ja sité vastaavalle normaalivoimalle (C.4) saadaan

No (X) = _qil qx22 Lele 2 (C18)

_ L g as L° e [0] . [O
ao——a(?l{l} 2{}) Jo= —?(le{l}Jquz{l}) (C.19)

ja elementin kuormitusvektorille kaavalla (C.14) tulos

e_E e |2 e |1
R® = (qxl{l}wxz{z}) . (C20)

Saadaan
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D Taivutetun palkin elementtiratkaisu

YA
23/ m 6 7

> X
14 ) 8
. r >
l‘ 1
y
Kuva D.1. Taivutetun palkkielementin vapausasteet
D.1 Elementtiyhtalot
Differentiaaliyhtalon (49) yleinen ratkaisu (50) esitetdan tassa muodossa
3 2
v =15 15 1 1{ev ), (D.1)
6 2
missa
Cl
C= C, (D.2)
- c. .
C,
on integrointivakioista muodostettu pystyvektori, C,, 1=12,3,4 ovat sen ali-
pystyvektoreita,
Vo (%)
V,(X) = D.3
W[l ©3)

on kuormituksia g(x) ja m(x) vastaava yksityisratkaisu ja 1 on 2x2 yksikkomatriisi.

Sijoittamalla lauseke (D.1) kaavoihin (48), (47) ja (46) saadaan poikkileikkauksen
kiertymille, leikkausvoimille ja taivutusmomenteille ja lausekkeet

@(x)=[|§+318 Ix | O}C+®o(x), (D.4)
Q(X)=-B[l 0 0 0]C+Q,(x), (D.5)
M(X)=-B[Ix 1 0 0]C+M,(x), (D.6)
missa
®, =V, +S'Bvy+S'BSq, (D.7)
Q,=-B(vi+S7q)+m, (D.8)
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M, =-B(vp +S7q) (D.9)
ovat yksityisratkaisua v, (x) vastaavat poikkileikkauksen kiertymat, leikkausvoimat ja
taivutusmomentit. Yhteensopivuusehdot elementin péissa ovat

a; v(0)
2|_] 00 (D.10)
a; v(L®)
a;] (O(L)
ja niista seuraa vapausastesiirtymien ja integrointivakioiden vélille yhtalot
a*=AC+a,, (D.11)
missé
I 0 0 0 ]
a; BS™ o 1 0 Vo (0)
a’ = ai , A= £3| £2| L1 1|, a,= ®0(2) . (D.12)
a 6 2 Vo (L)
% %ZI fBST LI 1 0 (L)
Tasapainoehdot elementin paissé ovat
F’ -Q(0)
i = M(©) (D.13)
Fs Q(L)
Fr) -M(L)
ja niista seuraa vapausastevoimien ja integrointivakioiden valille yhtalot
F*=BC+ 7%, (D.14)
missé
F | 00 -Q,(0)
e , B=B 0 00 . F= MO((:) (D.15)
Fs -1 00 Qo (L)
F, IL° 00 -M, (L)
Yhtél6ista (D.11) saadaan integrointivakioille
cC=A'@"-ay,). (D.16)
Yhtaloistd (D.14) ja (D.16) seuraa elementin vapausastevoimien ja -siirtymien vélille
yhtalo
F®=K®%®-R®, (D.17)
missa
Ké=BA™ (D.18)

on elementin jaykkyysmatriisi ja



R®=K°ay,-F (D.19)
on elementin kuormitusvektori. Matriisin A kaanteismatriisi on
[ 12 6 12 6
FI FI —FI FI
6 1 6 1
——1 —=(4l+ —1 —-=(2I-
At=(vet| ! W @ e (D.20)
1 1+ 1 _1
E ¢ ¢ E ¢ > ¢
1+ 0 0 0 ]
missé on kaytetty lyhennysmerkintaa
12
9=15S"B. (D.21)
Elementin jaykkyysmatriisille saadaan kaavalla (D.18)
[ 12 6 12 6 |
LeS I LeZ I - LeS I LBZ I
o1 Luarg) ~ L1 Lai-g)
Ke=B(l+o)'| - L L= L (D.22)
12 6 12 6
- Le3 I - LeZ I FI - LBZ I
6 1 6 1
I —Q2l-9) ——1 =41+
L LeZ Le ( (p) Le2 Le ( (P)_

Kun rakenne on analysoitu ja elementin vapausastesiirtymat a°® tunnetaan, voidaan
integrointivakiot maarittd4 kaavalla (D.16). Sen jalkeen voidaan taipumien, poikkileik-
kauksen kiertymien, leikkausvoimien ja taivutusmomenttien jakaumat elementin alueella
maarittaa kaavoilla (D.1), (D.4), (D.5) ja (D.6).

D.2 Elementin kuormitusvektori lineaarisesti jakautuneen kuormituksen
tapauksessa

Johdetaan lopuksi elementin kuormitusvektorille yksinkertainen tulos siina tapauksessa,
ettd kuormat q(x) ja m(x) jakautuvat lineaarisesti elementin alueella. Yksityisratkaisu
(53) elementtiin e sovellettuna on

Vo0 = BT - g+ g+ (g —mi)] (D.23)
0 24 120L°7" 12008 2 o241t 2 M '
Kaavoista (D.7), (D.8) ja (D.9) saadaan
X3 X4 -1 X2 -1 l -1 -1\~e
O, =[(—- )BT +(x-——=)S" -—=S"BS)q;
6 24L° 2L° L® (D.24)
L X sr Lops g+ (X B X st yme—mp) |
24| 2L° L® 2 'pLe L® 2 n
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1+ X BstoBs gt - (14 X BS )t
2 6L L ERRSTRANT 9z

2 (D.25)

X e e
_(2Le +X)(m; —my),
NG 1 x> 1
=[(=x+ l+=—BS™*g° - I+ =BSHqgt +mé¢ D.26
Q, =I[( 2Le) T Ia; (2Le - )q; +my (D.26)
ja kaavoista (D.12c) ja (D.15c) edelleen
0 0
Le3 ) Le3 )
144 ° 144 °
a,=B" L q; +B™ L a5
30 120
1 1 1 1 1 1
l+—@-——0%)L? —l+—@p+—?)L?
' 2% 122®) ' 2% 1 ®) (D.27a)
0 0
0 0
e3 e3
+B™* _L_| m; +B™ L_| ms,
24 24
1 1 1 1
~E1+=@)L? “1+—¢@)L%
(6 B )] (6 B ?)
_L(p Le
izz ® 1 0
F= e a+y L, L° (Gx+y 1 emi+3 0 ¢m (D.27b)
__| + — 5 ' 19 e e
2 T12° Lezz Llf Ly L
3
Elementin kuormitusvektorille saadaan kaavalla (D.19) tulos
7|‘eI+E 3|'eI+E i 1I ] I lI |
20 3% 20 67 2 2
LeZ LeZ LeZ LeZ Le Le
I+—o¢ I+—0 -——(I-9) —(1-9)
_ 20 24 30 24 12 12
R=(l+¢)" s+ o)+ m; + m;
(I+o)( 3Le|+£ a; 7Le|+£ qz) _El 1 _l| 2
20 67 20 3° 2
LSZ LSZ Le2 Le2 Le Le
— - — - —(I-9) -—(-9)
L 30 24 (P_ . 20 24 (p_ L 12 ® i L 12 ® i
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D.3 Symmetrinen poikkileikkaus

Tarkastellaan lopuksi y —akselin suhteen symmetrista poikkileikkausta. Talléin EI , =0

ja k,, =0, joten taivutus- ja leikkausjaykkyysmatriiseille saadaan

B =, 0 S=GA % O D.29
|0 ElL | T 0 Kk (B-29)
ja matriisille ¢ edelleen
¢, 0
¢= : (D.30)
{0 wj
missa
12El 12EI,
=z = , D.31
YT GAl P Tk GAL (B30
Elementtiyhtalon (D.17) 1., 3., 5. ja 7. yhtél6 voidaan nyt saattaa muotoon
e _ Leaqt e
F, =Kja, -Rj, (D.32)
missa
R’ 3
Fe e
IR L (D.33)
FS a‘5
F a;
ja elementin jaykkyysmatriisi ja kuormitusvektori ovat
[ 12 6 12 6 |
6 A+ 6 2-9
e2 e e2 e
ke - El | L L L L (D.34)
Y olve | 12 6 12 6
6 2-¢9, 6El, 4+¢,
L LeZ Le Le2 Le ]
ja
o w iy 1 1
20 3% 20 6" 2 2
LEZ LeZ LeZ LeZ Le Le
+ + -——@1- —(@1-
oo L 202" | Js0 e L A I AL R
Tl 30 L i I (L T e 1 “ 1 @
+ z 5 Yz Y Y
20 3 20 3 2 2
LSZ Le2 Le2 Le2 Le Le
- _ _(1_¢)z) __(1_(02)
30 24 & 20 24 @ 12 12
(D.35)

Elementtiyhtalon (D.17) 2., 4., 6. ja 8. yhtal6istd saadaan kaavoja (D.32), (D.34) ja (D.35)
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vastaava tulos. Havaitaan, ettd tdssé tapauksessa taivutukset x, y —tasossa ja x, z —tasossa
eivét ole kytkettyja ja ne voidaan kasitelld erikseen. Elementin jaykkyysmatriisi (D.34)
on johdettu l&hteessa [2] ja esitetty sen kaavassa (5.119). Tdssa l&hteessa on myds esitetty
elementti vedetylle/puristetulle, vaannetylle ja kahteen suuntaan taivutetulle palkille. Sen
jaykkyysmatriisi on kaava (5.116). Siind on kuitenkin rajoituttu Saint-Venantin vaantoon
seka poikkileikkaukseen, jossa El, =0 ja k, =0. Tassd esitetty taivutusteoria on

yleisempi ja soveltuu siis my0ds palkkeihin, joiden poikkileikkaus on epasymmetrinen.
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E Viddnnetyn palkin elementtiratkaisu

—

A L

WM

y
Kuva E.1. Vaannetyn palkkielementin vapausasteet

E.1 Elementtiyhtalot

Vaantokulman 6, (x) differentiaaliyhtalon (54) yleinen ratkaisu (59) esitetdan tasséa
muodossa

.k k
6, (x) :[1 X smh(E X) cosh(E x)}C+9X0(x), (E.1)
missa
k=Lt |2 (E2)
El,
L* on elementin pituus ja
C1
C= % (E.3)
= c. .
C4
Sité vastaten saadaan vaantokulman derivaatalle
, k k k .k ,
ex(x){o 1 FCOShFX E3|nhFx}C+on(x), (E.4)

Saint-Venantin vaantomomentille kaavalla (56)

, k K k ..k
T(X)EGJ@X(X)=GJ[O 1 EcoshFx Fsthx}C+T0(x), (E.5)

kayristymismomentille kaavalla (57)
y .k k
B(x) =-El,64(x) =-GJ [0 0 sinh a x cosh T X}C+ By(x) (E.6)
ja kokonaisvaantomomentille kaavalla (58)
M, (x)=B'(X)+T(x)=GJ[0 1 0 0]C+M,q4(x). (E.7)

Naissa lausekkeissa suureita
To(X) =G (), (E.8)
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By (%) = —El 46 () (E.9)

ja
M o (X) = —El 465 (X) + GJ 5 (X) (E.10)
kutsutaan tassa yksityisratkaisua 6,,(x) vastaaviksi Saint-Venantin vaantémomentiksi,

kayristymismomentiksi ja kokonaisvaantomomentiksi.
Y hteensopivuusehdot elementin péissa ovat

ay| |60
a . (0
2= (! e) (E.11)
a; | |6(L)
a;]  (6(L)
ja niista seuraa vapausastesiirtymien ja integrointivakioiden vélille yhtalot
a’*=AC+a,, (E.12)
missa
1 0 0 1 ]
ay 0 1 Lﬁ 0 6,0(0)
a 6,0
a_e = i s ﬂ = . k y a’O = XO( e) (Elg)
a L e osh 0,0 (L)
ch K 0,0(L)
0 1 —ch —sh
L L

ja otettiin kayttoon lyhennysmerkinnat sh=sinhk ja ch=coshk. Tasapainoehdot
elementin paissé ovat

Rl (M0
R1_] BO (E.14)
N M, (L)
F; -B(L%)
ja niista seuraa vapausastevoimien ja integrointivakioiden vélille yhtal6t
F°=BC+ %, (E.15)
missa
F 0 -1 0 O -M,,(0)
ol ogogl® 00 a, = BO(O)e . (E.16)
F 0 1 0 O M,, (L)
F 0 0 sh ch -B, (L)
Yhtéloista (E.12) saadaan integrointivakioiksi
C=A'@"-ay,). (E.17)

Yhtaloista (E.15) ja (E.17) seuraa elementin vapausastevoimien ja -siirtymien valille
yhtalo

F* =K%°®-R®, (E.18)
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missa

Ké=BA! (E.19)
on elementin jaykkyysmatriisi ja
R®=K°ay, - % (E.20)
on elementin kuormitusvektori. Matriisin A kaanteismatriisiksi saadaan
e e
ksh+1-ch L?(k ch—sh) 1-ch L?(sh— k)
—Lesh 1-ch Lesh 1-ch
o SRR S B L (E.21)
2+ksh—2ch L& L8
sh ——(h-1-ksh) -sh  —(ch-1)
k k
L L®
1-ch —?(k ch—sh) ch-1 —?(sh—k)
Elementin jéykkyysm_at_riisiksi saadaan kaavalla (E.20) tulos i )
Lsh ch-1 —Lsh ch-1
L L
L® L®
GJ ch-1 —(kch-sh) 1-ch —(sh—k)
ey EU (€22
FRSh=2C X o 1—ch —sh 1-ch
L® L®
L® L®
ch-1 ?(sh— k) 1-coshk ?(k ch—sh)

Kun rakenne on analysoitu ja elementin vapausastesiirtymat a°® tunnetaan, voidaan
integrointivakiot maéarittdd kaavalla (E.17). Sen jéalkeen voidaan vaantokulman,
vaantokulman derivaatan, Saint-Venantin vaantémomentin, k&yristymismomentin ja
kokonaisvaantomomentin jakaumat elementin alueella méaarittaa kaavoilla (E.1), (E.4),
(E.5), (E.6) ja (E.7).

E.2 Elementin kuormitusvektori lineaarisesti jakautuneen kuormituksen
tapauksessa

Johdetaan lopuksi elementin kuormitusvektorille yksinkertainen tulos siina tapauksessa,

ettd kuormat m, (X) ja b(x) jakautuvat lineaarisesti elementin alueella. Yksityisratkaisu
(64) elementtiin e sovellettuna on
1x> 1 x3 1 x3 1 x? 1 x?
Oy0(X) :(———+—e—)mfil——e—mfi2 +=— b —= . bS (E.23)
2G) 6L°GJ 6 L°GJ 2 1°GJ 2 1°GJ
ja sitd vastaaville suureille saadaan
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L5 x 1 x° 118 %2
o = = o ms - = —=mt+— b — =
0 (X) = GJ(Le 2|_62) TGy ez et GJ Lebl GJ Lebl
x 1 x° 1 1 %2
Myo(X) = (__F 22 ’ §1+(k_2_EF —bl ——b2, (E.24)
e2
Bo(X)—L—[(l o+ % Xz——bl —bz
Saadaan
0 0
0 0 0 0
0 0
1 e2 e2
o= _L? mg; + _L? mé,+1 e tbE +1 e tbg),
L® L& i i
2 2
e e E.25
_L_ _L_ 0 0 ( )
k? k? e e
L*2 0 - =
— k k
Fo=1 K2 Ma+{2-k? oMo+ 1 by’ + 1 b3,
2 2
2k L —k—2 k_2
0 K2
ja elementin kuormitusvektoriksi kaavalla (E 20) tulos
k? - 4., k?-3 k®- k? +4 k?+6 , k2+
( sh— h)Le ( sh— h)Le
2k2 3k 2k? 2k2 6k 2k?
k?-12 3 k? +6 1 1.\ e2
- =" sh ch)L®2 (———Sh+—Ch)L
e _ 1 ( 6k2 2k + 2 ) m§1+ , 3 Ek 6 ,
2+ksh—2ch (k +4 K216 h—k2 L (k —24+k —BSh_k _24ch)Le
2k2 6k 2k 2 2k 3k 2k
1 1 e k2 — K’ -12 3 k?+6 hLe2
(—§+Esh—5ch)|_ ~(——— R L ch)
1+gsh—ch
2 2
(k |<_24_§Sh+k Jr24ch)Le
L] 2 ) (b —b%)] . (E.26)
1+Esh—ch
2 2
—(k2k24—§sh+k +24ch)Le
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F Esimerkkitehtdviin poikkileikkauksen kdyristymisfunktiot
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Kuva F.3. Kayristymisfunktion ¥, (Y, z) jakauma
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Kuva F.4. Kayristymisfunktion ¥ (y,z) jakauma
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Kuva F.5. Kayristymisfunktion ¥,
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