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Johdanto

Tassa artikkelissa esitellaan, kuinka rakenteiden &aneneristavyyttd voidaan arvioida las-
kennallisesti. Esitetyt yhtalot ja analyyttiset ratkaisut eivat ole uusia, vaan ne l0ytyvét
alan kirjallisuudesta, esimerkiksi lahteisté [1], [2], [3] ja [4]. Niiden johtamista ei kuiten-
kaan aina ole esitetty ja lahestymistapa voi olla rakennusinsindorille vieras. Tassa artik-
kelissa esitettavat yhtél6t ja niiden ratkaisut on pyritty johtamaan mahdollisimman selke-
asti ja johdonmukaisesti kayttaen rakenteiden mekaniikasta tuttuja kasitteita. Tarkaste-
luissa kéaytetddn seka reaalisia ettd kompleksisia suureita. Esityksen selkeyttdmiseksi na-
maé eritell&én toisistaan kayttamalla reaalisille suureille kursivointia. Imaginaariyksikolle
kaytetdan symbolia j. Vektoreille ja matriiseille kdytetdén tavanomaista lihavointia.

Akustisen aaltoliikkeen yhtaloita

Akustinen tasoaalto
Akustiselle aaltoliikkeelle nesteessa on voimassa liikeyhtéld
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ov

Vp= P 1)
ja aaltoyhtalo
1 ?
v2p = C—zat—f , 2)

missd p(x,y,z,t) on akustinen paine, v(X,Y,z,t) partikkelinopeus, p nesteen tiheys ja
¢ danen nopeus nesteessd. Nimitysté neste (fluid) kaytetddn tassa seké nesteelle (liquid)
ettd kaasulle (gas). Tarkastellaan tasoaaltoa, joka etenee suuntaan, jonka madrittelee yk-
sikkovektori

e =Cos¢sin di +sin ¢sin @ j + cos Ok 3)
ja koordinaatti s (kuva 1). Kulmia ¢ ja @ kutsutaan suuntakulmiksi.

Rakenteen taso

L
\<¢ /

j

a

z
s

Kuva 1. Suuntakulmat ¢ ja @

Nyt p = p(s,t) jav(s,t) =v,(s,t)e, jolloin liikeyhtéld (1) ja aaltoyhtald (2) saavat muo-
dot

v 1 @
&t pos
ja
o’p 1 o°p
o d ot ©

Akustisissa tarkasteluissa osoittautuu tarkoituksenmukaiseksi kayttaa fysikaalisten
suureiden p, v ja v, sijasta kompleksisia suureita p, v ja v, koska niiden avulla monet
tarkastelut yksinkertaistuvat huomattavasti. Helposti néhdaan sijoittamalla, ettd komplek-
sinen paine

oY)
p(s,t)=pe  °, (6)
missé p on kompleksinen amplitudi, toteuttaa aaltoyhtélon (5) ja on siis sen kompleksi-
muotoinen ratkaisu. On ilmeistd, ettd funktion (6) reaali- ja imaginaariosat erikseen to-
teuttavat yhtélon (5) ja ovat molemmat sen fysikaalisia ratkaisuja. Ottamalla amplitudille
p esitys

A A

p=pe'’, (8)
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missé

p=1p|, e=arg(p), (9)
ovat reaalinen amplitudi ja vakio kulma, ja sijoittamalle se lausekkeeseen (6) saadaan
kompleksinen paine muotoon

p(s.t)=pe"" " (10)
Ottamalla lausekkeen (10) reaaliosa, saadaan fysikaaliselle paineelle lauseke
p(s,t) = Re[p(s,t)] = pcos (wt —a)§+(p) . (11)

Sijoituksella voidaan tarkistaa, ettd se toteuttaa aaltoyhtalon (5). Ottamalla vastaavasti
lausekkeen (10) imaginaariosa, saataisiin fysikaaliselle paineelle sinimuotoinen lauseke,
joka on my0s aaltoyhtalon ratkaisu. Tassé tyodssé fysikaalisina suureina pidetaan vastaa-
vien kompleksisuureiden reaaliosia. Liikeyhtalosté (4) seuraa

v, _Jjo 5e e (12)
ot pcC
Yhtélon (12) toteuttaa nopeus
v, =P (13)
oC
Kompleksinen nopeus v, saadaan siis muotoon
o et
v.(s,t) =0 ¢ (14)
missa sen kompleksinen amplitudi on
g, =P (15)

Jolo
On siis huomattavaa, etta tasoaallon nopeuden s-komponentin ja paineen kompleksisilla
amplitudeilla on yhteys (15). Kompleksinen paine (6) voidaan esittdd myds muodossa

p(s,t) = pe’* ™, (16)
missé
k=2 (17)
c
on aaltoluku. Aaltoluvun ja aallonpituuden A vélilld on yhteys k =27/ 4, joten aaltoluku
on kaantéen verrannollinen aallonpituuteen. Koordinaatille ssaadaan
s=e-(Xi+Yyj+zk)=xcos¢@sin@+ ysingsind+zcosé. (18)
Sijoittamalla tdmé lausekkeeseen (16) saadaan suuntaan e etenevén tasoaallon komplek-

siselle paineelle lauseke
i(ot=k,x-k,y—k,z)

p(X,y,z,t) =pe : (19)
missa kertoimia
k,=kcosgsind, k, =ksingsingd, k, =kcosd (20)

kutsutaan aaltoluvuiksi x-, y - ja z -suunnissa. Niita vastaavat aallonpituudet x-, y - ja
z-suunnissaovat A, =2z/k , A, =271k, ja A, =27 /k,.
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Laatta, jonka molemmin puolin on nestettd

Tarkastellaan &aretonté laattaa, jonka molemmilla puolilla on nestettd. Laatta on (x,y)-
tason suuntainen ja z -akseli suuntautuu alaspéin. Laatta on siis vaakatasossa ja sen ne-
gatiivisen ja positiivisen z -akselin puoleisia avaruuden osia kutsutaan t&ssa yla- ja ala-
puoliksi ja niihin viittaamaan kaytetd4n alaindekseja — ja + . Laatan yla- ja alapinnan
z -koordinaatteja merkitdaan symboleilla z_ ja z,. Jos laatan yla- ja alapuolella on eri
nestettd, kdytetddn niiden ominaisuuksille alaindekseja — ja +. Koordinaatiston (X, Y, z)
origoa ei aseteta tassa tarkastelussa laatan keskitasoon, kuten laattojen késittelyssa taval-
lisesti tehdaan.

Laattaa kohtaava tasoaalto

Tarkastellaan &aretonté laattaa, jota kohtaa sen ylapuoleisesta puoliavaruudesta tasoaalto,
jonka suuntakulmat ovat ¢ ja @. Taman tuloaallon (I, input wave) kompleksiselle pai-
neelle otetaan esitys

p, (XY, z,t)= ﬁleJ(aX—kxx—kyy—kzz) , 1)
missa amplitudi p, on tunnettu kompleksinen vakio. Tasoaallon kohdatessa laatan, tulo-
aallon paine (21) ei sellaisenaan kuvaa tilannetta, vaan tarvitaan toinen, heijastunut aalto
(R, reflected wave), jonka kompleksiselle paineelle otetaan esitys

Py (X, Y, Z,t) _ ﬁReJ(M*kxX*kyy*kRzZ) , (22)
jossa aaltoluvut k, ja k, ovat samat, mutta aaltoluku kg, poikkeaa tuloaallon
aaltoluvusta k, . Soveltamalla kaavoja (20a) ja (20b) tuloaallolle ja heijastuneelle aallolle
saadaan yhtélot

k, =k cosgsin@ =k cosg, sind;,

k, =ksingsin & =ksing, sin &, (23)
joista seuraa heijastuneen aallon suuntakulmille
¢R =g, . (24)
(6,=0) ja 6, =7—6.
Soveltamalla vield kaavaa (20c) saadaan
k,, =kcoséd, =—kcosd =-k,. (25)
Heijastuneen aallon kompleksisen paineen esitys on siis
Pa(x, ¥,2,t) = P (26)

Néin kokonaispaineelle laatan ylépuolella saadaan

P_(X ¥,2,0) =P, (%, ¥, 2,) +Pg (X, ¥, 2,t) = (&7 + Pl )e" 7 (27)
Tassa kohdassa on tarkoituksenmukaista valita koordinaatiston origo laatan ylapinnalla,
jolloin z_=0. Paine (27) laatan ylapinnalla z =0 on siten

p, (X’ ya 0’ t) = (f)l + pR)ej(“’t‘kxx‘kyY) ' (28)
Se toimii laatalle kuormituksena, joten sen vaikutuksesta syntyvalle kompleksiselle tai-
pumanopeudelle on luontevaa ottaa vastaava esitys

W(X, y,t) = wel ) (29)
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jonka aaltoluvut k, ja k, ovatsamat. Tama merkitsee sita, ettd paineen ja taipumanopeu-
den aallonpituudet x-ja y-suunnissa 4, ja A, ovat samat ja aallot siis yhtyvat. Laatan
ylapinnalla z=0 on voimassa reunaehto, joka saadaan soveltamalla kolmatta liikeyhta-
164 (1) laatan pinnalla ja ottamalla huomioon, etta v, (X, y,0,t) =W(x, y,t), missd Ww on
laatan taipumanopeus. Saadaan yhtalo

ap- (X .0.)=—p. —(x y.1), (30)

missd p_ on laatan ylépuolelsen nesteen tlheija W(x, y,t) on laatan kompleksinen tai-
pumanopeus. Sijoittamalla lausekkeet (27) ja (29) reunaehtoyhtaléon (30) saadaan

K, (=P, +pp)e" Y = —jap e (31)
ja soveltamalla laatan yl&puolella yhteyttd (20c) paine- ja taipuma-amplitudeille yhteys
N N pC ~
=p, ——Ww. 32
Pr =P~ (32)

Laatan synnyttdmd tasoaalto

Tarkastellaan harmonisesti véarahtelevaa aaretonté laatta, jonka taipumanopeus on muotoa
(29). Sen alapuoleiseen puoliavaruuteen syntyvan aallon kompleksiselle paineelle otetaan
vastaavin perustein kuin kohdassa 2.3 esitys

p+ (X! Y; th) = f)+ej(wt_kxx_kyy_k12) : (33)
Reunaehtoyhtal® laatan alapinnalla z=1z.0n
(X Y, 2, t)=—-p, —(X Y1), (34)

missd p, on laatan alapuolelsen (z -akselin p05|t|IVIsen suunnan puoleisen) nesteen ti-
heys. Sijoittamalla tdh&n lausekkeet (29) ja (33) saadaan yhtalo
_Jk f) efjkzz+ej(wt kex—k Y) JC0,0 WeJ(wt —kyx—kyY) (35)
yA s + '

josta seuraa soveltamalla viela laatan alapuolella yhteytté (20c) laatan synnyttamén aallon
kompleksisen paineen amplitudille tulos

p —eln LLe f (36)
cosé,

Kahden laatan viilinen tasoaalto

Tarkastellaan kahta laattaa 1 ja 2 seké niiden valissé olevaa nestettd. Laattojen taipuma-
nopeuksille otetaan esitykset

W, (X, y,t) =W,e WL (X, Y, t) = Wre! ) (37)
Laattojen valiseen nesteeseen syntyy z -akselin positiiviseen ja negatiiviseen suuntaan

etenevét aallot A ja B, joiden paineille otetaan esitykset
j(et—kx—k,y—k,z)

pA(X’ Y, Z’t) = ﬁAe e pB(X! Y, Z’t) = bBej(M_kxx_kYWkZZ) (38)
ja kokonaispaine on

J(ot—kx—kyy)

P=Py+ Py = (e +poe™ e, (39)
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Reunaehdot laattojen nesteeseen rajoittuvilla pinnoilla z=z, ja z=1z, ovat

op oW op oW
— 1 El lt = _l 1 ltl - 1 1 ,1t = 2 il 1t . 40
az(><yzl+) pat(xy)az(xyz2 ) pat(xy) (40)

Niistd seuraa
1 A _-kz -+ A -kz + ) — 1 A
—JK, (Pae " —Pge’™) =—pjow,,

ik (p.e Tkt _p gz o (41)
_sz(pAe v _pBe z Zf)z—pja)wz
ja edelleen yhtalot
e*jkzzul’jA _ejkzzhﬁB _ pC - N
cosd “2)
. _ c .
e_]kzZZ— A _ eJkZZ} A — p W .
s Pe = o502
Ratkaisemalla ndista yhtaloista paineamplitudit, saadaan
A j pC ik, 2, N ik,z, n
. AR _e z W, + e 2\ ,
P2~ 2sin k,d cosH( ! 2)
(43)

S .
®  2sink,d cos@
missa d =z, —z,, on laattojen valisen nestekerroksen paksuus.

(_efjkz Z- V’i/l + efjkz Zn \ivz ),

Aidneneristavyys

Akustinen intensiteetti ja ddnen teho

Aluksi tarkastellaan, kuinka rakenteen &aneneristavyys voidaan maéarittad, kun siihen
kohdistuu tasoaalto, jonka taajuus on f ja suuntakulmat ¢ ja @. Tarkastelussa hyddyl-
linen kasite on akustinen intensiteetti |, jota tarkastellaan tassé lahteen [3] hengessa. Se
maéaritelldén suureena, jonka avulla daanen tehon aikakeskiarvo pinnalla A saadaan kaa-
valla

<P>= j IdA. (44)

Aéanen teho pinnalla A on
P= _[ pv.dA, (45)
A

misséa p on fysikaalinen paine ja v, on nopeuden normaalikomponentti. Sen aikakeski-
arvolle saadaan

17 17

<P>== j Pdt = j = j pv._dtdA, (46)
T 0 AT 0

missa T =1/ f =2z / @ on jaksonaika. Kaavoista (44) ja (46) seuraa akustiselle intensi-

teetille lauseke

1T
| == pv. dt. 47
T!pn (47)
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Jos kysymyksessé on tasoaalto, jonka suunnan méarittelee yksikkoévektori e ja joka koh-
taa (x, y)-tason suuntaisen tasopinnan, se saadaan muotoon

1% 1%
| == | pv.dt == pv.dtcoséd. 48
o[ pvdt=2 o (48)

Fysikaaliselle paineelle ja s—nopeudelle saadaan

p = Re(p) = p cos(wt —%s + ),

49
. 10} p @ (49)
Vv, =Re(v,) =V COS(a)t—ES+(p) = —Ccos(wt—€s+qo).
Néin akustiselle intensiteetille saadaan
1 ﬁz T 2 2 f)z
I :——Icos (ot ——s+¢@)dtcosd = cosé, (50)
T pcy c 2,0C

joka on vakio. Pinnan A l&pi virtaavan aanen tehon aikakeskiarvolle saadaan téssé tapauk-
sessa
<P>=1A. (51)

Rakenteen ddnenldpdisevyyskerroin ja ddneneristdvyys

Rakenteen &anenlapdisevyyskerroin vinosti kohtaavalle &&niaallolle maaritellaan
kaavalla
<R >
<P >
Sille kaytetddn alaindeksid < téhdentdmaén kohtaamisen vinoutta (€ >0). Jatkossa

osoittautuu, ettd yleisessé tapauksessa 7, riippuu molemmista suuntakulmista ¢ ja 6.
Lapaisseen- ja tuloaallon tehojen aikakaskiarvot ovat

(52)

(%

<R >=1.A <P >=IA, (53)
missd A on rakenteen aanta lapaiseva pinta, ja niiden akustiset intensiteetit ovat
A 2 A 2
I =LC089+, I :p—'cosa, (54)
2p,c, 2p.c.

missa alaindeksit — ja + viittaavat rakenteen yl&- ja alapuoleen. Rakenteen &&nenlapaise-
vyyskertoimelle saadaan nyt

I,  pc_ cosd, pZ pc coso,

kL by

TZ - - "_2 = A—

II p+C+ cos 97 pl p+C+ cos 97 pl

Jotta kaavaa (55) voidaan kéyttad, taytyy lapéisseen aallon suuntakulma 6, tuntea.

Koska aaltoluvut k, ja k, rakenteen yla- ja alapuoleisessa nesteessa ovat samat, saadaan
kaavojen (20a) ja (20b) perusteella yhtalot

k_cos¢ sing =k, cosg, sinéd,,

k_sing sin@ =Kk, sing, siné,,

2

hS)

. (55)

(56)

joista seuraa ¢, =¢ ja
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0. :arcsin(t—‘sin 6) =arcsin(c—+sin 0). (57)
+ C—

Tavallisesti rakenteen molemmin puolin on sama neste (ilma), jolloin kaava (55) yksin-

kertaistuu muotoon

12
Pr
P,
Rakenteen &aneneristavyys [dB] vinosti kohtaavalle &aniaallolle maaritellddn aanen-1a-
paisevyyskertoimen avulla kaavalla

R, —10lg-L . (59)

(%

T,=

(58)

Rakenteen ddneneristdvyys diffuusille kentdille

Todellisuudessa &&ni ei koskaan kohtaa rakennetta vain yhdestd suunnasta. Siksi
rakenteen danenlépéisevyytta tutkittaessa otaksutaan, etté siihen kohdistuu diffuusi kent-
t4, jossa eri suunnista rakenteeseen kohdistuvilla tasoaalloilla on sama todenndkoisyys.
Tarkasteluun ei kuitenkaan siséllytetd aaltoja, joiden suuntakulma @ ylittaa tietyn koke-
musperaisen rajakulman @ , jolle kaytetadn [4] arvoa78° . Rakenteen pinnan loivasti koh-
taavat aallot néet heijastuvat eivétka lapdise rakennetta. Rakenteen adnenldpdisevyysker-
roin diffuusille kentalle maéritell&an kaavalla

[1-(g.0)0s
= [1©as

missd integrointi tapahtuu tarkasteltavaa pistettd ympardivan r, -sateisen pallokalotin S
yli, jonka keskuskulma on @ . Pinta-alkiolle saadaan

dS =r,sin0dg-r,dd=r/sinddpdo . (61)

(60)

Nyt saadaan
II ds = I P cosAdS = by rzzf
| 0
S 0

cosésin 8d¢d o,
s PC pC

(62)

2z

IITdS [7.(0.0)1,d5 = bi rozj
n

7,(¢,0)cosdsin8dgd 6,

OV O

S + +

ulos

—+

jolloin aanenlapalsevyyskert0|melIe 7 saadaa
270

[ [7.(#.6)cososinodgde .

T="g - [[[.(¢.0)sinocosodaNdg . (63)
zsin® 0
Icosasinadgﬁd@ 00

Symmetrian vuoksi voidaan se viela kirjoittaa muotoon

.2 > —]E[j-rl(qb, 6)sin@cosHda]d¢. (64)
zsin®d ¢y

T =
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Adnenlapaisevyyskertoimen lauseke 7, (¢4,6) on yleensa niin monimutkainen, etta
kaavan (64) integroinnit muuttujien ¢ ja @ yli joudutaan suorittamaan numeerisesti so-
veltamalla puolisuunnikasséantfd. Monissa tarkeissa kaytannon tapauksissa tasoaallon
adnenlapaisevyyskerroin riippuu vain suuntakulmasta @. Tallin danenlépaisevyysker-
toimen 7 lauseke (64) yksinkertaistuu muotoon

2 ¢ .
= 0)sin8cosEdé . 65
‘ sinzela() (©)

Tassa tapauksessa numeerinen integrointi tapahtuu vain muuttujan & yli.
Rakenteen daneneristavyys R [dB] diffuusille kentélle saadaan &&nenlapaisevyysker-
toimen avulla z kaavalla

R=10lg 2. (66)
T

Se riippuu taajuudesta ja esitetddn usein graafisesti taajuuden logaritmin funktiona.

Huomautus: Lahteessé [1], [3], ja [4] on esitetty ddnenlépaisevyyskertoimen z kaava
(65) ja lahteessa [3] sen johto. Niissé on siis rajoituttu tapaukseen, jossa z, riippuu vain

suuntakulmasta . Yleisessa tapauksessa on kéytettavé kaavaa (64).

Laskennallinen didneneristdvyyskdyrd

Kokeellisesti daneneristdvyys mitataan [5] 1/3-oktaavin levyisilla kohinadanikaistoilla
kuudellatoista eri taajuudella vélilla 100...3150 Hz. Mittaustulos esitetdan kayrana (mur-
toviivana) koordinaatistossa, jonka abskissa on taajuuden logaritmi ja ordinaatta aanen-
eristavyys. Méaritettdessa daneneristavyytta laskennallisesti voidaan konstruoida vastaa-
vanlainen kayrd. Tarkasteltava taajuusalue jaetaan kuuteentoista 1/3-oktaavikaistaan
i=1---,16, joiden ala- ja ylarajat f*® ja f"*seké keskipisteet f, on esitetty taulukossa
1. Adneneristavyyden keskimaarainen suuruus kaistassa i maaritellaan lausekkeena

1 fiyla
T j R(f)df , (67)

i fiala

R =

missa R(f) on daneneristavyys taajuuden f funktiona. Integrointi kaavassa (67) suori-
tetaan numeerisesti kayttden puolisuunnikassaantod. Kun kaistojen keskiméaaréiset danen-
eristivyydet R on madritetty, esitetaan tulos murtoviivana, jonka kulmapisteiden i koor-
dinaatit ovat x, =Ig f, ja y, = R,. Sitd kutsutaan tassé laskennalliseksi d&neneristivyys-
kayréksi.

limaddneneristysluku

Usein rakenteen ilmaédaneneristavyys halutaan esittdé yhdella luvulla. Téllainen on ilma-
aaneneristysluku R, [dB], joka maaritetaan seuraavasti [5]. Aaneneristavyyskayran koor-

dinaatistoon asetetaan kolmesta suorasta osasta muodostuva vertailukayrd (murtoviiva),
jonka ordinaattaa kahdeksannen oktaavikaistan keskuksen f, =500 Hz kohdalla merki-

tadn symbolilla y, ja jonka arvot y*" kaistojen keskusten f. kohdilla on esitetty (Yg:n
avulla) taulukossa 1. Valitaan aluksi y, :n arvoksi suurin kokonaisluku, jolla aéneneris-
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tavyyskayran kulmapisteiden poikkeamien summa vertailukayran alapuolella on enintéén
32 dB. Jos samanaikaisesti pisteiden suurin poikkeama vertailukdyrasta on enintdan 8 dB,
ilmaaaneneristysluku on R, =y,. Jos suurin poikkeama ylittda 8 dB, valitaan y, :n uu-
deksi arvoksi suurin kokonaisluku, jolla samanaikaisesti ilma&aneneristavyyskayran kul-
mapisteiden poikkeamien summa vertailukdyran alapuolella on enintadan 24 dB ja suurin
poikkeama enintadn 12 dB. Talloin ilmadaneneristysluku on R, =y, .

Taulukko 1. 1/3-oktaavikaistojen ala- ja ylarajat, keskipisteet sekd vertailukdyran ordinaatat [5].

i fiala fiylé .I:_ yivert

1 891 112 100 y,-19
2 112 141 125 y,-16
3 141 178 160 y,-13
4 178 224 200 y,-10
5 224 282 250 y,-7
6 282 355 315 y -4
7 355 447 400 y,-1
8 447 562 500 vy,

9 562 708 630 |y, +1
10 708 891 800 y,+2
11 891 1122 1000 y,+3
12 1122 1413 1250 vy, +4
13 1413 1778 1600 y,+4
14 1778 2239 2000 y,+4
15 2239 2818 2500 y,+4
16 2818 3548 3150 y,+4

Laatan aaltoimpedanssi

Laatan aaltoimpedanssin mddirittely

Hyddyllinen kasite, jota voidaan kéyttad laatan ja laatoista koostuvan tasorakenteen
aaneneristavyyden méaarittdmisen yhteydessa on laatan aaltoimpedanssi (wave impedan-
ce) [2], jolle kaytetadn myds nimitysta separaatioimpedanssi (separation impedance) [1].
Esitetddn laattaan kohdistuva harmoninen kompleksimuotoinen jakautunut kuormitus,
sen synnyttdma taipuma ja taipumanopeus muodoissa

q(x, y,t) =ge" " (68)

wW(X, y,t) = we ) (69)
ja

W(X, y,t) = we' @) (70)
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Kompleksiselle taipumanopeudelle saadaan
J(ot—k,x—kyy)

W(X, y,t) = % = jwowe , (71)

joten sen ja taipuman kompleksilla amplitudeilla on yhteys

W= jow. (72)
Laatan aaltoimpedanssi maaritelladn nyt laatan kuormituksen ja sen aiheuttaman taipu-
manopeuden kompleksisten amplitudien suhteena

z=9 (73)

W

Kun laatan aaltoimpedanssi tunnetaan, voidaan laattaan kohdistuvan kuorman ja siité ai-
heutuvan taipumanopeuden kompleksisten amplitudien vélinen yhteys esittdd muodossa

ZW=q. (74)
Seuraavassa johdetaan aaltoimpedanssin lauseke ortotrooppiselle Kirchhoff-laatalle ja
isptrooppiselle Reissner—Mindlin-laatalle.

Kirchhoff-laatan aaltoimpedanssi
Ortotrooppisen Kirchhoff-laatan taipuman w(x, y,t) differentiaaliyht&ld [7] on muotoa
4 4 4 2
Bxgx—\iv”H ;%Vyzmygy%mzt‘f’—q:o, (75)
X

missé q(x,y,t) on laattaan kohdistuva jakautunut kuormitus ja m laatan pintamassa.
Kerroin H = B, + 2B, jaseka B,, B, B, ja B,, ovat laatan taivutusjaykkyydet. Komp-
leksisen taipuman w(x, y,t) ja kuormituksen q(x, y,t) tapauksessa yhtald (75) esitetdén

muodossa

4 4 4 2
BXZT\C‘V+2HGSZW2+BV?3y\ZV+maat\ZV_q=O' (76)
Tarkasteluun on samalla sisallytetty kompleksijaykkyysvaimennus, ottamalla kayttoon
kompleksiset taivutusjaykkyydet
B,=B,Q+jn), H=HQ+jn), B, =B 1+]jn), (77)
missé » on havidluku. Sijoittamalla taipuman ja kuorman lausekkeet (68) ja (69) yhtaloon
(76) saadaan amplitudien W ja g valille yhtalo

4 21,2 4 2\\R A
(B,k; +2Hk k; + Bk, —ma’ )W =q. (78)
Soveltamalla vielé yhteytta (72) saadaan amplitudien W ja § vilille yhteys
B k! +2Hk’k?+B k! .
j(mao— 2 TS TR G g, (79)
w

Vertaamalla yhtaloita (74) ja (79) saadaan ortotrooppisen Kirchhoff-laatan aaltoimpe-
danssille tulos
B,k +2HkZk] + Byk;‘)

Z = j(mo- (80)

Jos kysymyksessa on isotrooppinen laatta,
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Eh®

B,=B,=H=8B 207 (81)
ja sen aaltoimpedanssille saadaan
Z = jimo-2(2)*sin* 4], (82)
® C
missé
B=Bl+jn). (83)

Reissner-Mindlin-laatan aaltoimpedanssi

Tarkastellaan tassa isotrooppista Reissner—Mindlin-laattaa, johon on siséallytetty rotaatio-
hitauden vaikutus. Sen taipuman differentiaaliyhtalé on johdettu liitteessd A (kaava
(A.16)) ja on muotoa

(84)

82W ml d'w o'w B J o%q
Viw—(J +—)V? +m ——Viq+=——,
I+ ) 6t2 s ot ot? =a-g Vi S at?
missa B ja S ovatsen talvutus ja leikkausjaykkyydet seké J on rotaatiohitaus. Vastaa-
va kompleksimuotoinen yhtal6 on

mB azw mJ o'w azw B Jo*q
BV*'w—(J + V3 = ——v , 85
I+ S ) 6t2 s at“ 6t2 =4 a- S ot? (89)
missa kompleksiset jaykkyydet ovat
B=B@1+]j7n), S=SA+jn). (86)

Sijoittamalla taipuman ja kuorman lausekkeet (68) ja (69) yhtaléon (85) saadaan yhtélo

4 4
B sin‘0-(3+ 22 ginz 9+ ™ 4t _mew
c’ S ¢t S

B o ] (87)
0 ., 21 A
=(1+—=—sin"0-— ,
( S & 52 )a
Soveltamalla vield yhteytta (72) saadaan amplitudien W ja § valille yhteys
2 2
m—Bw—4sin40+(J +m—B)w—2sinze—m—‘]a)2 )

2
1+Ew—sm 0- ia}
S ¢ S
Vertaamalla yhtél6ita (74) ja (88) saadaan isotrooppisen Reissner—Mindlin-laatan aalto-

impedanssille tulos
2 2 ) m\J )
m-— B—sm 0+(J +—)—S|n 0——w
Z =jw S | (89)

1+Ew—sm H—ia)
S ¢? S

Jos laatta on homogeeninen

3 2
- B s_ken, g2
12(1-v7) 12

(90)
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missa k =5/6 on leikkauskorjauskerroin. Jos lisaksi vaimennus jatetddn huomiotta, jol-
loinB=B jaS=S, aaltoimpedanssin lauseke (89) saa muodon

2 2|2
m-— B—sm 0+ (mh mB)w n2g- M m°h o’
B o . mh e
1+———sin*0-
kGh ¢ 12kG “

Tama tulos on esitetty lahteen [1] kaavassa (9.90), silla erolla, ettd siind k =1.

Tarked kaytannon sovellus on sandwich laatta. Esimerkiksi kuvan 2 sandwich laatan,
jonka pintakerrokset ovat ohuet ja samanlaiset, taivutusjaykkyys, leikkausjaykkyys, pin-
tamassa ja rotaatiohitaus voidaan arvioida kaavoilla

:% S=G,d, m=2pt+p (dt), I = psgdz m‘iz_t)s (@)
joissa alaindeksit S ja C viittaavat pinta- (surface) ja ydinkerrokseen (core).
E .v.,p,
EEEEEEEE Tt
G..p,

EEEEaEa T

Kuva 2. Yksinkertaisen sandwich laatan poikkileikkaus

Yksittdisen laatan aaneneristavyys

Laatan ddnenldpdisevyyskerroin

Tarkastellaan laattaa, jonka yla- ja alapuolella on yleisessé tapauksessa eri nesteet, jotka
identifioidaan alaindekseilld — ja +. Asetetaan koordinaatiston origo laatan ylépintaan,
jolloin z_ =0. Nesteistd laattaan kohdistuva jakautunut kuorma muodostuu sen ylé- ja
alapintoihin z=0 ja z=2z,_ kohdistuvista paineista seuraavasti

CI(X, y!t) = p_(X! Y, O! t) - p+(X, Y, Z+7t) : (93)
Kéyttaen kaavoja (28), (33), (32) ja (36) saadaan

Q(x, Y1) = (B, +Pg —p.e 7o )l M = gl (94)
missa kuorma-amplitudi on
6=26, - (L=t Loy (95)
cos@  coso,
Sijoittamalla tdma yhtaloon (74) saadaan yhtélo
(2 + 25 LS yGp (96)

cosé. cos¢9
jonka ratkaisu kompleksiselle taipumanopeuden amplitudille on
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2p, |
Z* + p—C— + p+c+
cosd  coséb,

Léapdisseen aallon (T transmitted wave) kompleksinen paine laatan alapinnalla on
p; (X, y,t)=p. (XY, z,,t). Kaavoja (33) ja (36) kayttden sen amplitudille saadaan

W = (97)

N pP.C, »
=W, 98
Pr = Cos 0, (%)
Sijoittamalla siihen taipumanopeuden amplitudi (97) saadaan tulos
by 3 (99)

"1 1pc cosd, _.cosd,
—+— +Z
2 2p.c, cosbl 2p.C,
Laatan adnenlépaisevyyskertoimelle vinosti kohtaavalle d&niaallolle saadaan nyt kaa-

van (55) perusteella

_ p.C_cosd, 1 (100)
p,C, cosé |1 1p.c_cosé, . 7+ €08 0, i

2 2p.cc, cosb 2p.C,

missa p_, C_, p, ja c, ovat laatan yla- ja alapuoleisen nesteen tiheydet ja &&nen nopeudet
sekd @ ja 6, ovat kohtaavan ja l&pdisseen aallon suuntakulmat. Jos laatan molemmilla
puolilla on ilmaa, p =p, =p jac =c,=C, Misséd p ja C ovat ilman tiheys ja &&nen
nopeus, danenlapaisevyyskertoimen lauseke (100) yksinkertaistuu muotoon

1

Z

r, = - (101)

1179089

2C
Lauseketta (101) (tai (100)) kayttéden voidaan maarittaa erilaisten laattojen aanenlépéise-
vyyskerroin 7z, sijoittamalla siihen kyseisen laatan aaltoimpedanssin lauseke. Edell4 to-
dettiin, etté yleisessa tapauksessa danenlapaisevyyskerroin 7, riippuu molemmista suun-
takulmista ¢ ja €. Ndin esimerkiksi ortotrooppisen Kirchhoff-laatan tapauksessa todella
kaykin, koska sen aaltoimpedanssin lausekkeessa (80) esiintyvat aaltoluvut k, ja k, , jot-

ka riippuvat kaavojen (20a) ja (20b) perusteella kulmasta ¢. Tassa tapauksessa laatan
aanenldpdisevyyskerroin 7 diffuusille kentélle lasketaan kaavalla (64) kdyttden numee-
rista integrointia kahdessa suunnassa. Isotrooppisten Kirchhoff- ja Reissner—Mindlin-
laattojen tapauksessa &anenldpéisevyyskerroin z, riippuu vain kulmasta € ja laatan

aanenldpdisevyyskerroin 7 voidaan laskea nopeammin kaavalla (65) kdyttden numeerista
integrointia yhdessé suunnassa. Laatan adneneristavyys saadaan lopuksi kaavalla (66).

Isotrooppisen Kirchhoff-laatan dicinenldpdisevyyskerroin

Tarkastellaan hieman yksityiskohtaisemmin isotrooppisen Kirchhoff-laatan &énenlapai-
sevyyskertoimen z, maarittamisté. Sijoittamalla aaltoimpedanssin lauseke (82) kaavaan

(101), laatan aanenlépéisevyyskertoimelle lauseke
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T, = L (102)

1+J[ma)——( Dy sin 40]0039

Muokataan lauseketta (102) sijoittamalla snhen kompleksisen taivutusjaykkyyden lause-
ke (83). Saadaan tulos

1
. = . (103)
B w. . c0sd., c0sd,,
[l+77f(f)“sm“<9 ] +{m —f( ) 01 Y
w C 20C
joka on reaalimuodossa. Tamé v0|daan V|ela saattaa muotoon
1
T, = 5 5 , (104)
(1+77:sm a—fcose) +[(1—f—sm e)ﬂcose]
c C C
missd f = w/ 2z on taajuus ja vakiota
¢’ /m
=—.|— 105
c =5 \B (105)

kutsutaan Kriittiseksi taajuudeksi. Tulos (104) hieman eri muodossa on esitetty lahteessa
[1] numerolla (9.95). Havaitaan, ettd taajuudella

r= sir:cg 0 (106)
aanenl&paisevyyskerroin on
1
o (1+ amf_ cosé ,, (107)
7 pC sin®é

ja vaimentamattomassa tapauksessa =0 se on 7, =1. Tadmé merkitsee, ettd taajuuden
lahestyessa arvoa (106) &anenlapaisevyyskerroin lahestyy ykkostd ja adneneristavyys
vastaavasti nollaa. 1lmi6ta kutsutaan koinsidenssiksi.

Tarkastellaan esimerkkind lahteessa [1] tarkasteltua lasilaattaa, jonka paksuus, kim-
momoduuli, Poissonin luku, havikerroin ja tiheys ovat h=4,76-10°m (3/16"),
E=6,76-10 N/m*, v=0,33 , 7=1-10"ja p, =2500kg/m’. liman tiheydelle ja &4nen
nopeudelle ilmassa kiytetadn arvoja p =1,21kg/m® ja ¢ =343 m/s. Taivutus-jaykkyy-
delle ja kriittiselle taajuudelle saadaan B =681,8 Nm ja f, =2473,7 Hz. Kuvassa 3 on
esitetty kaavoja (104) ja (59) kayttden laskettu lasilaatan daneneristavyys R, tulokulmilla
0 =0°, 0 =45°, 0=85° tagjuuden funktiona. Koinsidenssitaajuudet (106) tulokulmilla

0 =45° ja € =85° ovat vastaavasti 4950 Hz ja 2490 Hz. Kaavoja (107) ja (59) kayttéen
saadaan laatan tulokulmia @ = 45° ja @ =85° vastaaviksi daneneristavyyksiksi R, koin-

sidenssitaajuudella arvot 2,38 dB ja 0,17 dB, jotka ovat pienid. Laskettiin myds laatan

aaneneristavyys R diffuusille kentélle taajuuden funktiona, soveltamalla kaavaa (65) ja
numeerista integrointia. Tulos on piirretty taydella viivalla kuvaan 3. Lahteen [1] kuvassa
9.19 esitetyt kéyrét, jotka on piirretty harvemmalla pistejaolla, ovat hieman epatarkempia.
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Kuvassa 4 on konstruoitu kohdissa 3.4 ja 3.5 esitetyll4 tavalla lasilaatan &aneneristysluku,
jolle saatiin arvo R, =28 dB.

R [dB]

10 40 100 400 1000 4000
f [HZ]

Kuva 3. 3/16" (4,76 mm) paksuisen lasilaatan daneneristavyys R, taajuuden funktiona eri
tulokulmilla: & =0° ; @ =45° ; 6 =85° seka &aneneristavyys R.

35

R =28 dB
w

]
1
1
1
]
1
1
1
I
1
0 1 1 1 0 1 1 1
100 200 400 500 800 1600 3150
f[Hz]
n - . . e . - “ “ - . . -
Kuva 4. 3/16  paksuisen lasilaatan laskennallinen déneneristavyyskayra +, vertailukdyra — ja
niiden avulla laskettu aéneneristysluku R, .
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Massalaki
Taajuuden ollessa Kriittiseen arvoon nahden pieni f =~ f_, laatan danenlapaisevyys-ker-

toimelle (104) saadaan

1
70 = (108)
1+ (ﬁ cos )
oC
ja &é&neneristavyydelle
R" =10Ig[L+ (gcos 0)?]. (109)
Yo

Havaitaan, ettd ndma suureet eivat riipu laatan taivutusjaykkyydestd vaan pelkéstaéan sen
pintamassasta m. Puhutaan massalain mukaisista suureista ja symboleihin on lisatty yla-
indeksi m muistuttamaan tastd. Kaavat (108) ja (109) antavat siis laatan massalain mu-
kaiset &anenlapdisevyyskertoimen ja aaneneristavyyden. Massalain yhteydesséd on myos
mahdollista johtaa [3] analyyttiset kaavat laatan d&nenlapdisevyyskertoimelle ja &&nen-
eristavyydelle diffuusin kentan tapauksessa. Esitetddn kaava (108) muodossa

1

"0) = ————, 110
() 1+a’cos’ @ (110)
missé on kaytetty lyhennysmerkint&é
a=ZMm (111)
oo

Soveltamalla kaavaa (65) saadaan
o sin Hcosé?
~sin 0 - 1+’ cos 0
ja suorittamalla integrointi, massalain mukaiselle d4&nenlépéisevyyskertoimelle z™ tulos
1 1+a’
v= a’sin’ @ n 1+a?cos’ @ (113)
Vastaavalle d&neneristavyydelle saadaan tulos

|

(112)

2 ain2 N
R™ =10lg & =101g— 299 (114)
T l+a

1+a®cos’ 6
Kuvassa 5 on esitetty isotrooppisen laatan d&neneristavyys R, = R (0°) kohtisuoraan

kohtaavalle &aniaallolle seka kaavalla (114) lasketut vastaavat aaneneristavyydet R™ dif-
fuusille kentalle, kun 8 =78° ja @ =90°, taajuuden ja massan tulon fm funktiona. Vas-

taava kuva on lahteissé [1], [3] ja [4]. Yleens& a =1, jolloin

R™ leIgW=lolga —10|g%. (115)
In——= In——=
cos“ 4 cos“ 4
Sijoittamalla tdhan 6 = 78° saadaan
R™ ~101 (@) ~516. (116)
oo

Laatan aaneneristavyydelle R, saadaan kaavoilla (59) ja (104)
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R, =R (0°) =10lg[1+ (Z™)?] ~ 101g(F™Ey2. (117)
oC folo
Kéytettiin hyvéksi tietoa ettd a ~1. Nain saadaan yhteys
R"~R, —5,16. (118)

Tahan kaavaan perustuu yleisessd kaytdssa oleva saant, etta massalain mukainen (kul-
maa @ = 78° kayttden laskettu) aaneneristavyys R™ diffuusille kentéalle on noin 5dB pie-
nempi kuin kohtisuoraan kohtaavan aallon &aneneristavyys.

80 r 7/ 4

T

70 , -

(&)
o
T
N
s$‘
I3
S
)

N
o
T
N
N\
N\,
(8
\,

0 1 1 1 1 ]
102 103 10* 10% 108 107
fm [Hz kg/m?]

Kuva 5. Kayrat daneneristavyyden maarittamiseksi, kun massalaki on voimassa eli f/ f =1.

Kohtisuoraan kohtaavan aallon &éneneristavyys R, ja massalain mukainen &éneneristavyys R"™
diffuusille kentalle laskettuna kaavalla (114), kun @ =78° jakun & =90°.

Kdyrdsto isotrooppisen laatan ddneneristdvyyden mddrittdmiseksi

Konstruoidaan lopuksi akustiikan oppikirjoissa [1], [3] esiintyva kéyréasto, jonka avulla
isotrooppisen Kirchhoff-laatan &&neneristavyys ¢ diffuusille kentéalle voidaan maarittaa
graafisesti. Laatan d&nenlépéisevyyskertoimelle kohtisuoraan kohtaavalle (& = 0°) &éani-
aallolle saadaan kaavalla (104)

T, = 74(00) =
1+(

1
amf

oC

(119)
)2

ja sen arvolle kriittisella taajuudella

162



1

ti=7,(f,)= : (120)
1+ (ﬂ'mfc )2
oC
Kaavojen (104) ja (120) perusteella kertoimien 7, (¢) ja 7 suhde saa muodon
) L+ /roncf y
7, _ e
i (L 4 f—ssin“ 0cos 0)? +[(i—f—ssin4 0)? cos® 0 | -
amf, T £2 R

30

R(f/f C)-Ri [dB]

1 1 1 1 1 1 |

-40 '
0.0625 0.125 025 05 1 2 4 8 16

f/f
c

Kuva 6. Kéyrasto isotrooppisen Kirchhoff-laatan daneneristavyyden maarittamiseksi taajuudella
f eri havidkertoimilla 7.

Olettamalla, etta

P11, (122)
zmf,
joka vastaa edelld kdytettyd oletusta a ~1, kaava (121) yksinkertaistuu muotoon
1
2'4 (:9) = f 3 f f 3 (123)
£ [(UFSin49)2+(T—?Sin46’)z]cosze

Koska z{ on vakio, voidaan vastaava suhde z /7 maérittdd soveltamalla kaavaa (65) ja
numeerista integrointia. Laatan daneneristavyydelle diffuusille kentélle saadaan

R=10|og1=10|og7—i+10|ogic=10|ogi+ R, (124)
T T T T

1
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missé
R® =10log—= =101g[L+ (X ™ey?] (125)
7} oC
on kriittisella taajuudella maaritetty kohtisuoraan kohtaavan aallon &aneneristavyys. Néi-
den erotus on

c

R—R° =10log -~ . (126)
T
Kaavoja (123), (65) ja (126) soveltaen voidaan koordinaatistoon, jonka abskissa ja ordi-
naatta ovat f/ f, ja R—R} konstruoida kdyrid. Naméa kayrat riippuvat ainoastaan suh-

teesta f / f, jahéavikertoimesta ;. Kayrasto on esitetty kuvassa 6 ja se on laatan ja myos

sitd ymparoivan nesteen ominaisuuksista riippumaton. Vastaava kayrastd on esitetty il-
man johtoa lahteissa [1] ja [3].

Ortotrooppinen laatta

Sijoittamalla aaltoimpedanssin lauseke (80) kaavaan (101), saadaan ortotrooppisen
Kirchhoff-laatan aadnenlépéisevyyskertoimelle vinosti kohtaavalle daniaallolle lauseke

1
- — - - (127)
B,k +2Hk?k? + B k )c030|

y
2pc‘

T,=

1+ j(mao—

Laatan &anenlépéisevyyskertoimen 7 laskeminen diffuusille kentélle tapahtuu nyt nu-
meerisesti kaavalla (64).

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 7 teraksisté aaltolevya, jonka poikkileikkauksen kes-
kiviivan yhtélo on

z=asin”TX, (128)

missa a on amplitudi ja | puolijakson pituus. Lahteen [7] mukaan laatan taivutusjayk-

kyydet ovat
3 3
pl BN o g LS EW
*os121-v?) Y | 12(1+v)
missa h on levyn seindméan paksuus, S puolijakson pituutta vastaava kaarenpituus ja |
poikkileikkauksen jayhyysmomentti pituutta kohden. Jalkimmaiset voidaan maarittaa
likikaavoilla

(129)

7° a a’h, =’ ,a
sIl+— ()], | ~—[+=—)]. 130
[ 4(|)] 2[ 8(I)] (130)
Terdksen kimmomoduuli, Poissonin luku, tiheys ja haviokerroin ovat E = 2-10" N/m?,
v=0,3, p, =7700 kg/m® ja n=10"°. Lisdksi | =25 mm, a=10 mm levyn seindman
paksuus on h=1mm. Kuvissa 8, 9 ja 10 on esitetty aaltolevyn R, taajuuden f funktiona

suuntakulman ¢ arvoilla 0°, 45° ja 90°. Niihin on piirretty kohtaamiskulman @ arvoja

0°, 25°, 50° ja 75° vastaavat kdyrat. Kuvassa 11 on esitetty aaltolevyn ja vertailun
vuoksi saman paksuisen tasolevyn daneneristavyys R taajuuden f funktiona. Aaltole-
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vyn aaneneristysluvun R, maarittamista havainnollistaa kuva 12. Sille saatiin arvo
R, =22 dB. Vastaavan tasolevyn daneneristysluvun arvoksi tuli R, =28 dB. Aaltolevy
eristéa siis 4antd huonommin kuin vastaava tasolevy.

Kuva 7. Teraksinen aaltolevy

O 1 1 1 1 |
100 200 500 1000 2000 5000

f[Hz]

Kuva 8. Aaltolevyn daneneristavyys R, taajuuden f funktiona, kun ¢=0° jaja 6=0°, 25°,
50°, 75°.
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100 200 500 1000 2000 5000
f[Hz]

Kuva 9. Aaltolevyn aaneneristavyys R, taajuuden f funktiona, kun ¢=45" ja 6=0°, 25°,
50°, 75°.

60 7
57
e ’
50 +
40 +
) =
.30 F A
x =" 0=25 !
- r"——-_--.\s 3 l’
_/"' \.‘: " ¥}
20 \ | ]
P -~ . \
L 6 =75° Vi "
.................. il [
10F e i1
------- ; b '
§ i I
O 1 1 “‘J': 1 1 ]
100 200 500 1000 2000 5000
f[Hz]

Kuva 10. Aaltolevyn daneneristavyys R, taajuuden f funktiona, kun ¢=90° ja 6 =0°, 25°
50°, 75°.
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Kuva 11. Aaltolevyn ja saman paksuisen tasolevyn daneneristavyys R taajuuden f funktiona
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20t
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“ sl
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1
1
1
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Kuva 12. Aaltolevyn laskennallinen daneneristavyyskayra +, vertailukdyra— ja niiden avulla
laskettu &aneneristysluku R, .
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Laatoista ja niiden valisista nestekerroksista koostuva rakenne

Rakenne

Tarkastellaan kuvan 13 laatoista i=1,---,n ja niiden vélisista nestekerroksista
i =1,---,n—1 koostuvaa tasorakennetta. Y1a- ja alapuolen suureille kdytetdan alaindekseja
0 ja n. Tarkastelussa x, y —taso yhtyy ylimman laatan 1 ylapintaan, joten z, =0.

Ylapuoli 0: p,,c,.6,

-— Laatta 1
Vili 1: p,¢,.6, i Fir
Laatta i
vili iz p,,c,,6. dlz.,
4 Laattai+1
Laatta n

Alapuolin: p,,c, .0,
Kuva 13. Laattarakenne

Laattojen i=1,---,n kompleksisten kuorma- ja taipuma-amplitudien g, ja W, valilla on
yhtaloa (74) vastaten yhtalot

ZW; =G, i=1--n, (131)
missa Z: on laatan i aaltoimpedanssi.

Laattojen kompleksiset kuorma-amplitudit

Tarkastellaan ensin laattaa 1, jonka yla- ja alapuolella olevat nesteet ovat 0 ja 1. Laatan
jakautunut kuorma muodostuu sen ylé- ja alapintaan kohdistuvista paineista seuraavasti

ql(X1 y,t) = pO(X! Y, O,t) —pl(X, Y, Zl+1t)

o o N (132)
= (pl +pR _pAle_szlzl+ _pBleszlZl+ )ej( t-ky kyy).
Soveltaen kaavoja (32) ja (43) saadaan tasta
0y (X, y, 1) = G,e" 77, (133)
missa kuorma-amplitudi on
A Pl PG PG
=2p - cotk .d W— cotk, dw 134
0, =2p, - (Cose JcosHl 2d) Jcosel (134)

Tarkastellaan sitten laattaa i, jonka yla- ja alapuolella olevat nesteet ovat i—1 jai. Laa-
tan jakautunut kuorma muodostuu sen yla- ja alapintaan kohdistuvista paineista seuraa-
vasti

oF (X’ y,t) = pi—l(Xl Y, Zi—t) — P (X, Y, Zi+t)

_ , _ _ e (135)
= (pAi—1e_JkZHZF + pBi—leijHZF _ pAie—sziZn _ pBiesziZi+)eJ( t-ky kyy)'
Soveltaen kaavoja (43) saadaan tésta
a;(x, y,t) =G, (136)

missa kuorma-amplitudi on
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A - J PiaCi_
' sink,,d,, cos@ ,

i-1

+ J(p'-l 1 ootk d,, +-29 cotk,d W, (137)
cosd, , cosd,
J pl I \;vi+1
~sink,d, cos 6,

zi i
Tarkastellaan lopuksi laattaa n, jonka yla- ja alapuolella olevat nesteet ovat n—1 ja n.
Laatan jakautunut kuorma muodostuu sen yla- ja alapintaan kohdistuvista paineista seu-
raavasti

qn (X7 yit) = pn—l(x! Y, Zn—’t) - pn (X’ Y, Zn+7t)

~ - - - - i ke (138)
= (pn_l_*_e_kailZ”* +pn_l_ejkznflzn— _pn+e—]kznzn+)el( t k>< kyy).
Soveltamalla kaavoja (43) ja (36) saadaan tasta
A A J(ot=kx=kyy)
gy (%, y,t) =@.e" (139)

missa kuorma-amplitudi on

. ] PosCoy P.Ch  PrsCo .
- W, — - cotk .d w.. 140
= sink d,, cosg,, " (Gos 0, Jcosg a0 )W, (140)

zn-1

Yhtdloryhmd kompleksisille taipuma-amplitudeille

Sijoittamalla kuorma-amplitudit (134), (137) ja (140) yhtal6ihin (131) saadaan yhtélo-
ryhma

ZW=2p,, (141)
missa
EREE (142)
W

n
on kompleksisten taipumanopeusamplitudien muodostama pystyvektori ja p, on vakio
vektori, jonka ensimmainen alkio on tuloaallon kompleksinen paineamplitudi p, ja muut
alkiot ovat nollia. Matriisia Z kutsutaan tassa systeemin impedanssimatriisiksi ja sen nol-
lasta eroavat alkiot ovat
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* PG i PG
Z,=7Z+ — cotk,,d,,
B cosé), Jcos<9 i

_ i PG 1
? “cosg, sink,d,’

_ PiaCia 1
cosd,, sink, ,d, , ,

ii-1

Z, = Z:—j/)‘;(:‘*lcot K, .0, jLCOt k,d.,
' cosd , S 6,
e 1
" Tcos g sink,d, |

_ i PnaCoy 1
coség, , sink,, d,

n,n-1
n-1

* 10 10 1 n-1
Z =Z +-—"1 =0 cotk, .d .,
" cos 6, Jcose L,
Jatkossa tarvitsemme pelkéstdan alimman laatan n taipumanopeuden kompleksista
amplitudia W, soveltamalla Cramerin saant6é [6] yhtaloryhmaén (141) saadaan sille tulos

REPLLISE (144)

n
detZ
missé detZ_ on sen matriisin Z, determinantti, joka saadaan matriisista Z , kun sen vii-
meisen sarakkeen ensimmainen termi korvataan ykkoselld ja muut termit nollilla.

Lépdisseen aallon kompleksisen paineamplitudin mddirittdiminen
Lépdisseen aallon paineamplitudille p, =p, saadaan kaavan (36) perusteella

5. = elezn Pl & 145

Pr cos@, (143)

Sijoittamalla siihen lauseke (144) saadaan lapdisseen aallon paineen amplitudille tulos
. ik, 2P,C, detZ,

= —n 146

Pr = cos¢9n detZ (146)

Rajoitutaan tassa tyypilliseen tapaukseen, jossa rakenteen molemmilla puolilla on ilmaa,
jolloin p, =p, ¢, =c, 6, =6. Rakenteen adnenlapdisevyyskerroin z, saadaan nyt kaa-

valla (58) ja déneneristavyys R, kaavalla (59).

Kaksoisseindmdn didneneristdvyys

Kahdesta identtisesti laatasta ja niiden vélisesta ilmaraosta koostuva kaksoisseindma on
tarked kaytannon sovellus. Liitteessd B on johdettu soveltamalla kaavoja (143) ja (146)
sen lapdisseen aallon kompleksiselle paineamplitudille lauseke
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@2ik:n

- _ , 147
Pr ,ZLcost Z cose)z(l_e_zjkzd)p' (147)
pC 2pC
missa d on laattojen valisen ilmatilan paksuus ja h on laatan paksuus. Tama tulos on
alun perin esitetty lahteessa [9] silld erolla, ettd oikean puolen termi e**" puuttuu. Ero
johtuu siita, ettd kyseisessa artikkelissa laattojen paksuudet on otaksuttu ilmatilan pak-
suuteen nédhden havidvan pieneksi (h/d <<1), kun taas téssé artikkelissa néin ei ole me-
netelty. Liitteessd B on my0s johdettu kaksoisseindmén &é&neneristavyydelle kaava lau-

seke

1

2
Z*cos&+(Z*c059)2(1_e,2jkzd) . (148)
2,0C
Laatan aaltoimpedanssi on yleisessé tapauksessa kompleksinen ja voidaan esittdd muo-
dossa Z" = X" +jY". Vaimentamattomassa tapauksessa (n =0) se on imaginaarinen ja
muotoa Z" =jY", missd Y on reaalinen. (Tdméa voidaan todeta Kirchhoff-laatan tapauk-
sessa kaavojen (80) ja (77) seka Reissner—Mindlin-laatan tapauksessa kaavojen (89) ja

(86) perusteella.) Liitteessa B on vield johdettu reaalimuotoinen kaava
Y cosé

oo
jolla kaksoisseindméan &aneneristavyys voidaan laskea vaimentamattomassa tapauksessa.
Tamaé tulos on esitetty ldhteessa [4]. Todetaan, ettd tassé artikkelissa kéytetty laattojen

paksuuksien tasméallisempi késittely ei kuitenkaan paranna &éneneristavyydelle saatavia
tuloksia.

R, =10Ig[L+

*

R, =10Ig[1+(

)?(cosk,d —%cos@sin k,d)?], (149)
Yo,

IIma _

Lasi 8 mm

Kaasu 12 mm
$ 4mm

IIma o

Kuva 14. Kahdesta lasista ja niiden valisesta kaasusta muodostuva ikkuna

Kahdesta lasista ja niiden viilisestd kaasusta muodostuva ikkuna

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 14 kahdesta lasista ja niiden valisesta kaasusta muodos-
tuvaa ikkunaa. Verrataan ikkunan aaneneristavyytta, kun vélikaasuna on ilma tai raskas
SF, -kaasu. llman tiheys ja &anen nopeus ilmassa ovat p, =1,21 kg/m® ja c, =343 m/s

sekd SF,-kaasun vastaavat suureet p, =6,12 kg/m® ja ¢, =133 m/s. Lasin kimmomo-
duuli, Poissonin luku, havidkerroin ja tiheys ovat E =6,76-10" N/m*, v=0,33,
n=1-10"7 ja p=2400kg/m’. Kuvassa 15 on esitetty ikkunan &ineneristavyys R taa-
juuden f funktiona, kun valikaasuna on ilma ja SF-kaasu. Kuvissa 16 ja 17 on esitetty
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ikkunan laskennallinen &&neneristavyyskéyra, vertailukdyré ja niiden avulla méaaritetty
aéneneristysluku R, kun valikaasuna on ilma ja SF, -kaasu. Aaneneristysluvuiksi saatiin

ilman ja kaasun tapauksissa R, =24 dB ja R, =31dB.

120
100
80

60

R [dB]

40

20

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 50 100 200 500 1000 2000 5000 10000

f [Hz]
Kuva 15. Ikkunan aaneneristavyys R taajuuden f funktiona
35
30 -

25 -

20

R [dB]

15 -

R =24 dB
w
10

Q------mm---

O 1 1 1
100 200 400 500 800 1600 3150

f[Hz]

Kuva 16. Ikkunan laskennallinen daneneristavyyskayra +, vertailukdyra— ja niiden avulla
maéritetty &aneneristysluku R, kun lasien vélissd on ilmaa.
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Kuva 17. Ikkunan laskennallinen daneneristavyyskayra +, vertailuk&yra— ja niiden avulla méa-
ritetty daneneristysluku R, kun lasien valissé on raskasta SF, kaasua

Johtopaatokset

Artikkelissa kasiteltiin rakenteiden ilmadanen eristavyyden laskennalliseen maarittami-
seen liittyvia kysymyksié ja laskennan eri vaiheita. Erityisesti tarkasteltiin laattoja ja niis-
t4 koostuvia kerroksellisia tasorakenteita. Aaniaaltojen rakenteen molemmin puolin seka
mahdollisissa laattojen valisissa raoissa oletettiin olevan tasoaaltoja. Laattojen otaksuttiin
olevan (x,y)-tason suuntaisia ja ulottuvan tasossaan &arettoman kauas. N&iden otaksu-
mien vallitessa rakenteen déneneristavyydelle vinosti kohtaavalle &aniaallolle on ole-
massa analyyttisia ratkaisuja, joista muutamia tassé artikkelissa pyrittiin johtamaan mah-
dollisimman selkeésti ja johdonmukaisesti. Tallaiset ratkaisut mahdollistavat rakenteen
aaneneristavyyden maarittamisen diffuusille kentélle ja koko &aneneristavyystehtavén
ratkaisemisen kohtuullisessa ajassa. Rajoitustensa vuoksi laskentamalli ei kuitenkaan
huomioi rakenteen tukia eika sen liittymista muihin rakenteisiin. Tdmén vuoksi silla
saadut tulokset eivét vélttdmatta kovin hyvin vastaa laboratoriossa tai kenttdolosuhteissa
saatuja koetuloksia. Ne voivan kuitenkin olla suuntaa-antavia esimerkiksi verrattaessa
erilaisten rakenteiden ilmané&aneneristavyytta toisiinsa.
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Liite A: Isotrooppisen Reissner—Mindlin-laatan taipuman differentiaaliyhtalon johto
A.1 Laatan liikeyhtal6t rotaatiohitaus huomioiden

Koska rakenteiden mekaniikan oppikirjoissa ei tavallisesti esitetd laatan liikeyhtal6ité ro-
taatiohitaus huomioiden, johdetaan ne tdssa. Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttava
z -akselin suuntainen voimaresultantti on kuvan A.1 (a) perusteella

dF, = aQXd d ade d dxd
50 (A1)
= (®+—y+q)dxdy,
ox oy
missd Q, ja Q, ovat laatan leikkausvoimat ja g on jakautunut kuorma.
(@) (b)
Z YA
X X ® by
dx dx
0, Y
® o,
M ®
a . x
a|od 1 B o +%dx 20,
ox q Q, +——dx
d| 9 ® ox
®
6Qv 2 M\, + aMr dx
O, +——dy 00, ’ Ox
: ay Qy + dy
)4 h% ay
oM .
(©) M, + o dy
z oy
® X
dx
Q y MJ’
; 0
M,, O, + an‘ dx
dy C’ ® a &-q—l
O M.,
M, + —dx
029 : ox
oM 20,

M, +— dy +——d
: v 0, o v

Kuva A.1 Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttavia voimia ja momentteja liikeyhtéldiden
johtamista varten
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Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttava momenttiresultantti sen keskipisteen kautta
kulkevan vy -akselin suuntaisen akselin suhteen on kuvan A.1 (b) perusteella

M, = -Q,dy ——(Q 0 de)d ?

oM oM
+(-M, + M, +—=dx)dy +(-M , + M, + —=dy)dx
OX oy

(A.2)
M
=(-Q, + 8M —W)dxdy—lﬂdxzdy
2 0OX
oM, 6 -
~ dxd
Q+— Ey ———)dxdy.

Differentiaaliseen laatan osaan vaikuttava momenttiresultantille sen keskipisteen kautta
kulkevan x-akselin suuntaisen akselin suhteen saadaan kuvan A.1 (c) perusteella vastaa-
vasti

oM oM
Y — —)dxdy. (A.3)
oy

dM, =

Lausekkeissa (A2) ja (A3) M, ja M, ovat laatan taivutusmomentit ja M =M on
vaantomomentti. Momenttiresultanttien dM, ja dM, positiiviset suunnat on valittu tassa
oikean ké&den ruuvisddnnon mukaisesti. Jaykaksi kappaleeksi otaksutun differentiaalisen
laatan osan vastaavia rotaatiokomponentteja merkitaan tassa 6, ja @, . Sen liikeyhtalot
ovat

o*w 0%6. %0,
dF, = mdxd , dM, =Jdxdy —*, dM, =Jdxd Y
Yo ot? y ot? Y y ot?

(A.4)

missd m on laatan massa ja J sen rotaatiohitaus pintayksikkoa kohti ja w on taipuma.
Rotaatiokomponenteilla ¢,, @, ja laatan normaalin kiertymilld ¢, , ¢, on yhteydet

ex = (Dy' ey ==y (AS)
Niitd kdyttden laatan osan liikeyhtalot (A.4) saavat muodon
o*w 0% 0%
dF, =mdxdy —-, dM, =-Jdxdy—=*, dM, = Jdxd L A.6
: Yo Y7 x Y5 (A.6)

Sijoittamalla ndihin lausekkeet (A.1), (A.2) ja (A.3) ja jakamalla puolittain tulolla dxdy
saadaan laatan liikeyhtéloiksi

a 2
QL0 dw

x oy MG

alvl d?
oM, o] (Zy ’
OX ay dt
oM oM 2
Q =—"Z+—>+] d (fx :
OX oy dt
Tavanomaiset liikeyhtél6t, joissa rotaatiohitautta ei huomioida, saadaan naista
asettamalla J =0.

Q= (A7)
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A.2 Isotrooppisen Reissner—Mindlin-laatan taipuman differentiaaliyhtal®

Johdetaan isotrooppiselle Reissner—Mindlin-laatalle osittaisdifferentiaaliyhtélo, jossa
tuntemattomana on pelkéstéan taipuma. Laatan muut yhtalot liikeyhtéloiden (A.7) lisaksi
oletetaan t&ssé yleisesti tunnetuiksi ja annetaan ilman johtoa. Normaalin kiertymien,
taipuman ja liukumakulmien yhteydet ovat

aw ow
, == A8
> BT T (A.8)

missd y, ja y, ovat liukumakulmat. Momenttien ja normaalinkiertymien yhteydet ovat

L D VI V2s U Lc S VI e
oy y oy OX Y 2 0y
missé B on laatan taivutusjaykkyys. Leikkausvoimien ja liukumakulmien yhteydet ovat

Q. =Sr., Q,=Sy,, (A.10)
missa S on laatan leikkausjaykkyys. Johdetaan taipuman differentiaaliyhtalo lahtien
naista yhtaloisté. Yhtaldista (A.7) ja (A.9) seuraa

P =

0
sz_B(%Jﬂ/ + % (Aa9)
oX OX

& op  Op o'W
(BVZ—J E)(§+—y)=q—m?, (All)
missé
0 0
VZ =y+$. (A12)

Sijoittamalla tdhan normaalin kiertymien lausekkeet (A.8) ja ottamalla huomioon
yhteydet (A.10) saadaan

82W o°w o°.1,0Q dQ 82
Bv?— 32 BV -J—)= (=2 +—2)=q- A.13
( )( )( 8t2)S(8x ay) a-m—z (Al3)
ja ottamalla viel& huomloon yhteys (A.7a) ensin
2 2 2
(BV2—J %)VZW—(BVZ oWy _ mzt—‘;", (A.14)
sitten
m & 82 82 J 0°
ja lopuksi
6‘2W ml d'w o'w J o%q
BV*w— J+—V2 +m ——V +=—. (A.l6
( ) 2t s o Mo KRy (A.16)

Tata yhtaloa kutsutaan tassa artikkelissa isotrooppisen Relssner—Mlndlln laatan taipuman
differentiaaliyhtéloksi. Se on esitetty homogeeniselle laatalle lahteessa [8]. Kirjoittajan
késityksen mukaan vastaavaa yhtalod, jossa tuntemattomana on pelkka taipuma, ei voida
johtaa ortotrooppiselle Reissner—Mindlin-laatalle.
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Liite B: Kaksoisseindmén &&neneristdvyyden kaavojen johto

1 h
d 22+
Z —_—
2 h

Kuva B.1 Kaksoisseindma
Tarkastellaan kuvan B.1 kahdesta identtisesti laatasta ja niiden vélisestd ilmaraosta koos-
tuvaa kaksoisseindmad. Kaavan (143) perusteella impedanssimatriisin alkioille saadaan

2.=2,-7 +25 (- jootk d)=Z +£° sink,d — jeosk,d
coso cosd  sink,d

. . pc coskd+jsinkd _. 2pc e
p A jsinkd _ ., 200

jk,d

cos®  sinkd  cos@e’d —e B.1)
. 2pc 1 2p 1 '
=7 + A—
cos@1-e ¥  cosg 5 1-e?k 7)
o pc 1 2,C 1 2pc e
Z,=2y=] - == d - jkd “2jk,d
coséd sink,d cosg e’ —e cosf 1-e "
missa otettiin kayttoon valiaikainen lyhennysmerkinté
Z cosé
Y= 200 (B.2)
Lé&paisseen aallon amplitudille p, saadaan kaavan (146) perusteella
T cosd detZ €080 2,2, —Z,,Z,, '
ja sijoittamalla tahén tulokset (B.1) edelleen
g ikid
: a2k g2lk:h
5. — plk:(d+2h) 1-e _ 5 — __H B.4
Pr 1, ek PeTy 2y +y*(1—e 2% P (B4)
(v+ 1_ 2k ) - (1 2ikd)?
ja huomioimalla yhteys (B.2) lopulta
N gl .
pr = P (B.5)
Z cos® ,Z cose _
L+ H(E ) e )
oC
Aaneneristavyyskertoimelle saadaan nyt
2
p 1
T‘EET | Zcoso 7 cosd, i (5:9)
| ‘1 cos ( cos ) (1)
oC
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ja &é&neneristavyydelle

* * 2

Z cos@+(Z cose)z(l_e,zjkzd)
oC 2,0C

Vaimentamattomassa tapauksessa (77 = 0) aaltoimpedanssi on muotoa Z" = jY ", missa

Y " on reaalinen. Lauseke (B.7) saa tall6in aluksi muodon

. (B.7)

RZEIOIgileIg‘1+
T

Z

2

1+jY cosH_(Y cose)z(l_e,z,-kzd)

R, =10Ig >

(B.8)

Kéayttaméalla valiaikaista lyhennysmerkintaa
Y coséd
L=
2C
muokataan lauseketta (B.8) edelleen seuraavasti
R, =101g[L+2j3 -~ f*(L—e )

(B.9)

=101g[L+2j5— 5% (L—cos 2k,d + jsin 2k,d)[

=10lg1+2jB -2 (sink,d + jsink,d cos kzol)\2

=101 257 sin’ k,d +2j(8 — 5 sink,d cosk,d)[ (B.10)
=101g[(1-28%sin*k,d)* +4(B - p*sink,d cosk d)?]
=10Ig[1+43%(cos’ k. d —2sink.d cosk,d + B sin*k,d)]
=10Ig[1+45%(cosk,d — Bsink d)?].

Huomioimalla yhteys (B.9) saadaan kaksoisseindmén aaneneristavyydelle reaalimuotoi-
nen kaava

Y cosé .

Y coso sink dY?] . (B.11)

R, =10Ig[1+( )?(cosk,d —
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