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Kayraviivaiset koordinaatistot kontinuumimekaniikassa
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Tiivistelmd Artikkelissa tarkastellaan suoraviivaisista avaruuskoordinaatistoista yleistettyja
kéyraviivaisia koordinaatistoja ja niiden vilisia muunnoksia. Teoria esitetdén suoraviivaisten
koordinaatistojen teorian pohjalta. Yleistdmisen keskeisend ominaisuutena pidetdédn suoravii-
vaisten koordinaatistojen kantajirjestelmén yksikésitteistd médrittelyd. Sovelluksina tarkastel-
laan kontinuumimekaniikan térkeitd koordinaatistoja ja niiden vélisid muunnoksia, kannan vaih-
toa, vaihdetun kannan derivaattoja seké niissé tarvittavia niin kutsuttuja Christoffelin symbo-
leja. Pohditaan my0s mitd hyotyéd kayrédviivaisista koordinaatistoista ja niiden muunnoksista
on.
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Johdanto

Esitetty teksti esimerkkeineen perustuu osittain Tapio Salmen muistiinpanoihin ja hdnen
ennen julkaisemattomaan kirjalliseen materiaaliin, jonka hén ldhetti allekirjoittaneelle
(pyynnostéd) vuonna 2016. Tapio keskittyi opetuksen ohessa (johon hén ennenkaikkea
panosti) kahteen eri tutkimusaiheeseen: koordinaatistoihin ja jéannitys/venyméamittoihin.
Koska jalkimmaisté aihetta on jo aiemmin késitelty ansiokkaasti Rakenteiden Mekaniikka-
lehden artikkeleissa [20, 21, 22] seka [23], tdssé artikkelissa keskitytddn koordinaatistoihin.
Monet kontinuumimekaniikan tunnetut oppikirjat alkavat matematiikan peruskésitteiden
(vektori- ja tensorialgebra) esittelylld, [1, 2, 3, 4, 5]. Esityksissé avaruuden koordinaatis-
tot oletetaan yleisesti tunnetuksi, jolloin niitd ei ole tarkemmin mééritelty. Poikkeukset-
ta koordinaatiston médrittely sivuutetaan tdysin artikkeleissa (oletetaan suoraviivaiseksi,
suorakulmaiseksi ja normeeratuksi; termit mééritellaén jaljempéana), [6, 7]. Lopulta kui-
tenkin, jotta tuloksia voidaan esittdd tai (numeerisesti) laskemalla aikaansaada, koordi-
naatisto on méariteltdava. Téassé artikkelissa tarkastellaan suoraviivaisista avaruuskoordi-
naatistoista yleistettyja kdyréviivaisia koordinaatistoja ja niiden vilisid muunnoksia. Teo-
ria esitetddn suoraviivaisten koordinaatistojen teorian pohjalta. Avaruudella tarkoitetaan
kolmiulotteista avaruutta, jossa on voimassa euklidinen geometria.
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Koordinaatistojen muunnoksia tarvitaan, jotta eri koordinaatistoissa tehtyja havain-
toja voidaan vertailla keskendén. Absoluuttisesti parasta koordinaatistoa absoluuttisten
totuuksien esittdmiseksi ei yleensé tunneta. Riittaé, etta fysikaalinen yhtélo esittdd abso-
luuttista totuutta kaikissa kysymykseen tulevissa koordinaatiston muunnoksissa: totuus
el muutu vaan pysyy invarianttina, [8] (ja Tapion muistiinpanot).

Koordinaatistoksi kéy itse asiassa miké tahansa sellainen sddanto, jonka mukaan ava-
ruuden pisteet voidaan yksikésitteisesti maarittaa. Néin esitetty sddnto méaarittelee koor-
dinaatiston koko avaruutta tai sen osaa varten. Koordinaatiston muuntamisella toiseksi
koordinaatistoksi tarkoitetaan edelld mainitun yksikésitteisen sédnnon vaihtamista toiseen
yksikésitteiseen sddntoon (tietyin ehdoin). Artikkeli jatkuu koordinaatistojen konstruoi-
misella. Aihetta valaistaan valikoiduilla esimerkeilld. Artikkelin lopussa olevassa liitteessa
muistellaan Tapio Salmea.

Koordinaatistojen historiaa

Vaikka koordinaatiston késite on tunnettu vasta muutaman vuosisadan ajan, koordinaa-
tistot ovat sinélldén olleet implisiittisesti kdytossa jo vuosituhansia: ihmiselld on ollut tar-
ve muodostaa tietoa paikoista maanpinnalla ja tdhtien sijainnista taivaankannella. Antii-
kin Kreikan téhtitieteiliji Hipparkhos (n. 190—120 eKr) esitti téhtiluettelossaan tiahtien
sijainnit taivaankannella kulmaetéisyyksiné, joita voidaan pitdéd tdhtien koordinaattei-
na. Kolmesataa vuotta myohemmin kreikkalainen Claudius Ptolemaios (n. 85—165 jKr)
esitti pituus- ja leveysasteen paikan madrittdmiseksi maan pinnalla. Pimedn keskiajan
jilkeen ensimmaéiset varsinaiset, suorakulmaiset koordinaatistot mééaritteli ranskalainen
Rene Descartes (Discours de la Methode, v. 1637). Descartes oivalsi, ettd koordinaatisto
toimii ainoastaan viitekehyksené kayriélle eli sen luonne ei riipu valitusta koordinaatistos-
ta. Tamén jalkeen lukuisat matemaatikot ja fyysikot ovat kehitténeet koordinaatistojen
teoriaa. On luonnollista, ettd aihetta on sittemmin késitelty myds kontinuumimekaniikas-
sa, [3, 9, 10, 11, 12, 13, 14].

Kantajarjestelma

Avaruuskoordinaatisto muodostetaan valitsemalla joku avaruuden piste O alkupisteek-
si eli origoksi. Tissd rajoitutaan eukliidiseen avaruuteen E3, koska ihmiselle mielletyssé
fysikaalisessa avaruudessa ei ole mitddn absoluuttisesti parempaa avaruutta ja sen koordi-
naatistoja?. Koordinaatistoon kuuluu kolme origon kautta kulkevaa kiyrii, jotka eiviit ole
samassa tasossa. Kdyrid sanotaan koordinaatiston akseleiksi. Suoraviivaisessa (karteesi-
sessa) koordinaatistossa kdyrit ovat suoria. Jos akselisuorat ovat keskenéén suorassa kul-
massa, puhutaan suorakulmaisesta eli ortogonaalisesta koordinaatistosta. Jos akselisuorat
ovat keskenddn vinoja (ei suorakulmaisia), puhutaan vinokulmaisesta koordinaatistosta.
Yleisemmin puhutaan kéyraviivaisista koordinaatistoista. Kuvassa 1 esitetddn origoon O
kuuluva suorakulmainen koordinaatisto X' X2X3, piste P ja siihen liittyvé niin kutsuttu
paikkavektori

r=z'e; + 2%e; + e, (1)

jossa vektorit z'e;, i=1,2,3, ovat vektorin r (vektori)komponentit ja reaaliluvut z' pis-
teen P koordinaatit. Kuten on tavallista ja perusteltua mééaritellé, origon O koordinaatit

?Maailmankaikkeutta ei nykyfysiikassa kuvata pelkistisin euklidisella avaruudella, koska suhteellisuus-
teorian mukaisesti avaruuden rakenne taipuu suurilla nopeuksilla suurten massojen vaikutuksesta.
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ovat z' = 0. Vektoreita e; sanotaan koordinaatiston X'X2X? kantavektoreiksi ja niiden
yvhdistelmé eq, e5, e3 muodostaa koordinaatiston kantajérjestelmén tai lyhyesti kannan.
Normeeratun kannan kantavektoreille pétee |e;| = 1 (pituus on yksi).
Koordinaatiston kannalta edellytetdén, etta
1. kaikki origosta ldhtevét avaruuden vektorit  voidaan esittdéd saman kannan avulla
muodossa (1) ja
2. tama esitys on yksikasitteinen.
Voidaan osoittaa, ettd vektorikolmikko vy, vs, v3 kelpaa avaruuden kannaksi vain, kun vek-
torit ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia. Témé tutkitaan toteamalla nk. Gramin
matriisin
V11 V- -Vy 1-7V3
Vo -V1 Vg -Vy V2- Vs
V3-V1 V3-V2 73 Us

determinantin arvo (nollasta poikkeava).

Koordinaatiston muunnos

Tutkitaan avaruuden pisteen P koordinaattien x', i=1,2,3, kidntien yksikisitteisti eli
kdypdd muunnosta

Fl : yl — yl(.’El,ZEQ,l’?))
koordinaatistosta X X?2X? koordinaatistoon Y1Y2Y3  [15]. Muunnoksen osittaisderivaat-
tojen muodostamaa matriisia

sanotaan Jacobin matriisiksi ja sen determinantille kdytetddn merkintdd J. Affiinimuun-
noksessa .

Yy =ax' +d,i,j=1,2,3
eli vektorimuodossa y = Ax + a, J on aina vakio. Voidaan osoittaa, ettd koordinaatiston

affiinimuunnos on kiypé, kun J eroaa nollasta. Esitetty lause yleistyy myos epélineaarisille
muunnoksille:

Olkoon epdlineaarinen kiypd muunnos y' = y'(zt, 2%, x3) koordinaatistosta X' X2X3
koordinaatistoon Y'Y?2Y3. Silloin on olemassa ominaisuudet:

1. JA£0 (J £0).

2. JJ 7! on identiteetti ja det(JJ 1) = 1.

3. det(J) # 0.

Toinen muunnos koordinaatistosta Y'Y?2Y?3 koordinaatistoon Z'Z2Z3 on 'y : 2 =
2yt y?,y3). Sitten saadaan

j=1,2,3. Edelleen seuraava koordinaatiston muunnos on

I's =Tl
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jne. Eli muunnosten muunnos on muunnosten yhdistetty kompositio (tulo). Soveltamalla
ketjusddntod (muunnokset ovat yksikésitteiset ja jatkuvasti derivoituvat) saadaan,

@ _osoy
dek Oyl Oxk’

j,k=1,2,3 eli myos yhdistetty muunnos on jatkuva ja derivoituva. Niin voidaan jatkaa.
Tésté seuraa seuraava tulos:

Koordinaatiston muunnoksen yleistetty kompositio on
| R RSP Y
Lisédksi yksikésitteiselle muunnoksen kompositiolle on olemassa kidnteismuunnos
I = (O, Il =iyt oot

Erditd kédyraviivaisia koordinaatistoja on maééritelty itsendisesti ilman kytkentédd jo
olemassa oleviin koordinaatistoihin, kuten suoraviivaiseen koordinaatistoon. Tunnetuim-
pia, yleisestikin kdytettyja ovat sylinteri- ja pallokoordinaatistot. Itsenéisesti maaritellylta
koordinaatistolta vaaditaan sen kdypyyden toteamiseksi nk. kiaypyystesti. Testi on peri-
aatteessa yksinkertainen:

1. koordinaatiston kanta tayttad edelld mainitut kaksi ehtoa ja

2. koordinaatistolla on kidypé yhteys johonkin suoraviivaiseen koordinaatistoon.
Koordinaatiston kdypé yhteys tarkoittaa avaruuden pisteen P kaddntden yksikésitteista
eli kdypdd muunnosta:

Uy =yi(ah, 2% 2%) and T71 ol = Dy 02 07), 1,1 =1,2,3.

Sylinteri- ja pallokoordinaatistot tayttavit kiaypyystestin. Voidaan myos rajoittua ainoas-
taan avaruuden osaan, jossa kédyraviivainen koordinaatisto on kaypé.

Esimerkki 1. Onko suoraviivaiselle ortogonaaliselle tasokoordinaatistolle X*X? tehty

Muunnos
y' =2, y* = 2! + sinh(2?)
kéyrdiviivaiseen koordinaatistoon Y'Y? kiypd?

Suoravitvaisen ortogonaalisen tasokoordinaatiston kanta on kiypd ja muunnos on selvdstikin
mddritelty koko tasossa. Tutkitaan muut kdypyysehdot. Muunnos on yksikdsitteinen, jat-
kuva ja silld on derivaatat

oy? oy?

dy' 0y’ 2
ot = b gz =0 1 =L gz = ooshl),
Ratkaisemalla kyseinen muunnos, saadaan

' =y, 2? =sinh ' (y¥ —y") =In[(y* —y") + V(> —y)? + 1.

Koska edelld olevat lausekkeet ovat yksikdsitteiset ja jatkuvat, esitetty muunnos on kdypd.

Kuvassa 1 on esitetty esimerkin 1 koordinaattiakselit X!, X2 ja erds hyperbolisen
koordinaatiston verkosto.

Esitetty yksinkertainen muunnos jo osoittaa, ettd muunnokset ovat toinen toistaan
numeerisesti tehokkaampia riippuen numeerisesta ratkaisimesta ja ohjelmointialustasta
(kielestd).
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Kuva 1. Vasemmalla suorakulmainen koordinaatisto X! X?2X3, suoraviivainen lokaali tangentti-
koordinaatisto Ulij seké lokaaliset koordinaattiviivat Yli. Globaali ja lokaali kanta on osoitettu
vektoreilla e; ja gi, i=1,2,3. Oikealla hyperbelitasokoordinaatiston eris verkosto.

Kannan muuntaminen/vaihto

Tarkastellaan suoraviivaisista avaruuskoordinaatistoista yleistettyjé kayraviivaisia koordi-
naatistoja. Yleistdmisen keskeisend ominaisuutena pidetdén suoraviivaisten koordinaatis-
tojen kantajérjestelmén yksikésitteistd méarittelyd. Pidetédén jatkossa kantaa e;, i=1,2,3,
suoraviivaisena ja my0s ortonormeerattuna. Siten paikkavektori (1) voidaan esittéé

7T =y'er +y’es +y’es,

missi 3!, ¢ = 1,2, 3 ovat vektorin (1) muunnetut koordinaatit. Esitetyt muunnokset siis
jattavat avaruuden muuttumattomaksi.

Toisenlaisessa teoriassa kanta muuntuu: e; — g; ja koordinaatit eiviit (konvektiivinen koordinaatisto).
Myos sekéd kanta ettd koordinaatit voivat muuntua, jolloin on olemassa sellaiset muunnokset, ettd r =
ale) +a’ex +1e3 = y'gi +y°g2 + ¥ g .

Kontinuumimekaniikan muodonmuutosten teoriassa muunnetut eli deformoituneet koordinaatit y'
tunnetaan Eulerin avaruudellisina koordinaatteina ja alkuperéiset koordinaatit (ei muodonmuutoksia)
Lagrangen materiaalisina koordinaatteina. Konvektiivisessa koordinaatistossa niin kutsutun deformaa-

tiogradientin komponenttimatriisi yhtyy identiteettimatriisiin (muodonmuutokseton alkutila), [3, Section
2.3].

Paikkavektori voidaan esittdd myos muuttujiensa avulla:
(ot 2% 2) = #y' (2, 2%, %)),y (2 22, 27)), (a2, 27)).

Differentioimalla paikkavektorin lauseke saadaan

missi g; := Or/dy' merkitsee paikkavektorin muuttumisnopeutta koordinaattiviivan Yj
suunnassa eli pisteeseen P piirretyn tangentin suunnassa, Kuva 1. Esitetty relaatio on sa-
malla muunnetun kantavektorin g; méaéritelmé. Kantavektori g;(P) on siis paikan funktio
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ja nédin muodostettu kanta on ortogonaalinen. Ottamalla huomioon

N A I
da) = —x.dyl, 1=1,2,3,
oy
saadaan .
i i ox) ¢ .
dr = gidy' = e;da’ = ej——dy', 1 =1,2,3
oy’
eli o
) i
gi = a_yiejv 1=1,2,3. (2)

Téatda kantaa sanotaan varsinaiseksi kannaksi eli originaalikannaksi, [3, 16].
Resiprookkisen koordinaatiston kanta g’ toteuttaa relaation

gi-g =d, (3)

missé 6 on Kroneckerin delta. Kiyttimélli lauseketta (2) relaatiossa (3) paddytidn tu-
lokseen

: oyt .
g =€l i=123 (4)

Edelleen metriikkamatriisien komponentit méaéritellddn seuraavasti:

gx g =g, g~ g =g" (5)

Metriikkamatriisit ovat siis koordinaatistokohtaisia ja paikan funktioita. Varsinainen ava-
ruuden euklidinen metriikka on koordinaatistosta riippumaton. Edelleen yhtéloista (2) ja
(4) yhtélossa (5) seuraa tulokset:

oz' Ox) w Oy< oy

gkl = a—yka—yleija g = 8$i%e”. (6)

Koska kanta e; on oletettu suoraviivaiseksi ja ortonormeeratuksi, e;; = €l = 1,4 = j ja
eij:eij:O,i#j.

Edelleen voidaan johtaa kéyrédviivaisen koordinaatiston kantavektoreiden pisteen P
indeksin nostamis- ja alentamissddnnot:

g =9'g;, g = gig'. (7)

Tulos (7) on luonnollisesti voimassa suoraviivaisessa koordinaatistossa (e;). Erotuksena
korostetaan, ettd g' ja g; ovat paikan funktioita. Voidaan myo0s osoittaa, ettd seuraava
tulos on voimassa:

Molemmilla metriikkamatriiseilla on ominaisuus
det(gy) =: G > 0, det(g") = 1/G > 0, det(g;;)det(g") =1
ja .
959" = 6}

Loppupéatelméné todetaan, ettéd kdyréaviivaisten koordinaatistojen teoria on lokaalisti
sama kuin suoraviivaisten. Ero on siis siind, ettd kdyraviivaisten koordinaatistojen va-
kiosuureet ovat paikan funktioita ja siten vain lokaalisti vakioita. Usein kéyraviivainen
koordinaatisto ja sen kanta samaistetaankin lokaaliksi koordinaatistoksi.
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Esimerkki 2. Olkoon sylinterikoordinaatiston Y1Y?Y? ja ortonormeeratun suoravii-
vaisen koordinaatiston X*X?2X3 wililld muunnos

zt =y cos(y?), 2* = y'sin(y?), 2* =y’
Mdidritellidn sylinterikoordinaatiston pisteeseen P : (y',y?, y®) littyvit kannat g; ja g'
seki metriikkamatriisit g, gV.
Valitaan kuvassa 2 esitetty piste P. Valitussa alueessa muunnoksella ei ole singulaari-
pisteitd. Muunnoksen Jacobin matriisin alkiot ovat

oxt ox! ) ox?

oy = cos(y?), a2 = —y'sin(y?), o =0,
ox* ., 0 . Oz?

oy = sin(y~), o2 =y cos(y”), o =0,

3 3 3
0" _ o, 0 _ 07 _
oyt 0y? oy?
Soveltamalla tulosta (2) kantavektorien lausekkeet ovat

o'

g1 = !

ozt
0y?
oz

e' = cos(y?)er +sin(y?)es, |lgi|l =1,

i

e = —y'sin(y?)e; + y' cos(y?)es, [lgal =y,

gz =

9= 55¢ = s gl
Kantavektorien suunnat on esitetty kuvassa 2. Edelleen Jacobin matriisi on

P cos(y?) —y'sin(y?) 0

JV = = |sin(y?) y'cos(y?) O
oW 0 0 1
ja sen kddanteismatriisi
) ) 2 i 2 0
L od oy cos(y”) sin(y°)
(7= (g5) 7 = g = | W)y cos(y)/y" 0
0 0 1

Ottamalla kddnteismatriisin komponentit saadaan

1 aylj 2\ 1 <02\ 2
g :%e:cos(y Je" + sin(y”)e”,
2 ayzj A NV | 2\ /,1,.2
g = e —sin(?)fy'e! + conly?) e
3
3—%@—63.
T

Koska nyt e;; = €9 = 1, i = j, metriikkamatriisit ovat

1 0 0
gij:=gi-g;= |0 (1/1)2 0
0 0 1
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Kuva 2. Vasemmalla sylinterikoordinaatiston havainnollistus. Oikealla erés napakoordinaatisto-
verkosto.

Jja
10 0
g =g"-g =0 1/') 0
0 0 1

eli g = (g")7", kuten pitiikin. Metriikkamatriisien determinatit ovat G = (y')* > 0 ja
Gl=1/(y")?>0.

Esimerkin 2 sylinterikoordinaatisto on havainnollistettu kuvassa 2. Samassa kuvassa
on esitetty myos kontinuumimekaniikan térked napakoordinaatistoverkosto, jossa koordi-
naatit y' ja y? muuttuvat vakioméirilld napasiteen ja ympyriviivan suunnassa.

Suorakulmaiset kdyraviivaiset koordinaatistot ovat sovellusten kannalta téirked ryhmé,
koska niissd madritellyt tarkedt osittaisdifferentiaaliyhtélot, kuten Laplacen ja Helmholzin
yhtélot, separoituvat. Niin kutsutut ”klassiset”suorakulmaiset kédyraviivaiset koordinaa-
tistot ja niiden muodostamat verkostot voidaan jéarjestédd seuraavasti:

1. Tasokoordinaatistot ja niiden verkostot: napa- ja kaksoisnapakoordinaatistot (tun-
netaan myos polaarisina koordinaatistoina), elliptis-hyperbolinen koordinaatisto,
parabolinen koordinaatisto;

2. Sylinterikoordinaatistot ja niiden verkostot: ympyréasylinterikoordinaatisto, elliptis-
hyperbolinen sylinterikoordinaatisto, parabolinen sylinterikoordinaatisto;

3. Pallokoordinaatistot ja niiden verkostot: pallokoordinaatisto, yksivaippainen pallo-
koordinaatisto, kaksivaippainen pallokoordinaatisto.

4. Yleiset kartioleikkauskoordinaatistot ja niiden verkostot: kartiokoordinaatisto, ellip-
soidikoordinaatisto, parapoloidinen koordinaatisto

5. Muut koordinaatistot ja niiden verkostot: kaksoispallokoordinaatisto, toroidinen koor-
dinaatisto, parabolinen avaruuskoordinaatisto.

Edellé olevissa esimerkeissé esitettiin erds tasokoordinaatiston hyperbolinen koordi-
naatisto sekéd ympyrésylinterikoordinaatisto. Muita koordinaatistoja on kasitelty ldhteissa,
mm. [3, 5, 12, 17]. Edelld esitetty luokittelu perustuu Tapion muistiinpanoihin, joista
16ytyy esimerkkeja kaikista luokista. Erikseen on jdlleen mainittava suorakulmainen ja
suoraviivainen koordinaatisto, joka on yksinkertaisuutensa takia saavuttanut ehdottoman
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suosion kontinuumi- ja materiaalien mekaniikassa, [1, 2, 4, 14, 18].

Koordinaatistoihin liittyvat Christoffelin symbolit

Tarkastellaan kiyvin muunnoksen y'(x!, 2%, z%) midrittelemin Y'Y ?Y3-koordinaatiston
kantoja g1, g2, g3 ja g', g% g° seké vastaavia metriikkamatriiseja g;; ja ¢%. Kantavektorin
g; osittaisderivaatta yksityisen koordinaatin 3’ suhteen on edelleen vektori ja se voidaan
lausua mainittujen kantojen avulla muodoissa

0g;
oyl

_. k _ k
= aijkg = Ckijgk. (8)
Muodostamalla sisdtulo vektorin g; kanssa saadaan
k K k K k1
Qg - g1 = il = Qij1 = Qg S o5 =g Qe 9)

Jos taas sisdtulot muodostetaan vektorin g' kanssa, saadaan

_ 1
Qijk = Gk1G;-

Muodostamalla lopuksi yhtélon (8) vasemman ja oikean puolen sisitulo vektorin g; kanssa
sekd vasemman puolen ja keskimmiisen osan siséitulo vektorin g' kanssa, saadaan

_ Og;i k09
Qi5x = a—yj‘gk, a5 = Dy g -

(10)

Maaritelmé 1. Suure oy on Christoffelin 1. lagin (kolmi-indeksi)symboli ja suure o
Christoffelin 2. lajin (kolmi-indeksi)symboli?®

Yhtaloistd (10) nikyy, ettd mainitut symbolit kytkeytyvét toisiinsa kolmanteen in-
deksiin ndhden suoritetulla alentamis- tai nostamisoperaatiolla. Kahteen ensimmaéiseen
indeksiin téllaista operaatiota ei ole méaritelty.

Voidaan osoittaa, ettéd Christoffelin symboleilla on seuraavat symmetriaominaisuudet:

k k

Toinen, yleisempi tapa Christoffelin symbolien konstruoimiseksi tapahtuu derivoimalla
metriikkamatriisin komponentit yht#lossi (5) yksittdisen koordinaatin y' suhteen:

9g _ 99
oyk  Oyk

gi + gi = Qikj T Qki-

. 99i
oyk
Kun saatu reunimmainen yhtélé kirjoitetaan kolmesti suorittamalla samalla indeksien
kierto, saadaan huomioimalla symmetria ominaisuudet (11) seuraavat tulokset
agij agjk I

= Qjki T Qkij, =+ = Qijk T Qij, -+ = Qijk T Qki-
ayk J ) ayl ] ) ayJ ] J

Viahentdmaélld ensimméinen yhtélé kahden muun summasta saadaan

Igx I Igii _ 0
oyt Oyl Oyk

(12)

QOCijk =

3Christoffelin symboleja merkitiin kirjallisuudessa eri tavoin. Yleisesti merkitaan lij,k]=cujk ja (E) =

61



Kayttamélla edelleen metriikkamatriisin komponenttien méaérittelya (5) ja kantavekto-
rin indeksien nostamis- ja alentamissifintoja (7), derivointi yksittédisen koordinaatin y*
suhteen tuottaa lopulta

ag = gko‘aija. (13)
Derivoimalla yhtild (3) yksittdisen koordinaatin y' suhteen, tuloksesta (8) seuraa

og' i

8_yj = 79 - (14)

Lause 1. Pdtee relaatio i‘ﬁ = Qikj + Qjii-

Todistus. Tuloksen (12) mukaan saadaan

s+ Oy = l(agkj gy agik) 1(891(1 Agii 39jk) _ Oy
iki = oyt oyk Oyl 20yl oyk Oy Oyk

Lauseesta 1 seuraa suoraan seuraava tulos.

Korollaari 1. Pdtee relaatio % = Gin0 + Gia )

Esimerkki 3. Esitetidn sylinterikoordinaatiston pisteeseen P kuuluvat Christoffelin
symbolit.

Ratkaisu. Esimerkin 2 tuloksena on saatu sylinterikoordinaatiston metritkkamatriisit
gii ja g". Huomataan, ettd ainoa nollasta poikkeava metritkkamatriisin gi; alkion osittais-

derivaatta on
0922

oyt
Tuloksesta (12) saadaan seuraavat nollasta poikkeavat alkiot

=2

am =555 92 ") 3
1,0g22  Ogi2  0gi2 1 1
129 = 2( a 1 ay2 — ay2 ) 2(2 + 0— O) =Yy,

kun muut alkiot ovat nollia. Tuloksesta (13) seuraa vastaavasti

a%2 = glla221 + g1205222 + g1306223 =1. <_y1) + O + 0 — _yl7

1 1
wEY T

Kaikilla mwilla indeksien arvoryhmilld i, j, k alkio on nolla.

2 21 22 23
0y = g Qo1 + g2 + g a3 = 0+

Esimerkki 4. Lasketaan funktion ¢ gradientti sylinterikoordinaatiston Y'Y?Y?3 pis-
teessi P, kun kannat ovat g1, g, g3 ja g*, g%, g>.

Ratkaisu. Gradientti mddritellidn kokonaisderivaatan avulla:
545 gi= d¢ g
1 T Oy
missa jalkimmdisessi tuloksessa sovellettiin indeksin alentamissdidntod (7). Kayttamalld

Esimerkissa 2 laskettuja sylinterikoordinaatiston metriikkamatriiseja, saadaan

09 dp 1 ¢
gradg = — oy 1+a 2y )292+8_y393'

grado =

9°9;
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Paatelmat

Artikkelissa on tarkasteltu suoraviivaisista avaruuskoordinaatistoista yleistettyjé kayréavii-
vaisia koordinaatistoja ja niiden vilisia muunnoksia. Yleistdmisen keskeisend ominai-
suutena on pidetty suoraviivaisten koordinaatistojen kantajérjestelmén yksikésitteista
méarittelyd. Esimerkkeind on tarkasteltu erditd tunnettuja kéyraviivaisia koordinaatis-
toja. Teoria esimerkkeineen osoittaa, ettd kidyraviivaisilla koordiaatistoilla voidaan saa-
vuttaa tiettyja etuja:

1. koordinaatistojen viliset muunnokset ovat toinen toistaan numeerisesti tehokkaam-
pia riippuen numeerisesta ratkaisimesta ja ohjelmointialustasta (kielesti);

2. kayraviivaiset suorakulmaiset koordinaatistot ovat sovellusten kannalta tarked ryhmaé,
koska niissd madritellyt tarkeét osittaisdifferentiaaliyhtélot, kuten Laplacen ja Helm-
holzin yhtalot, separoituvat;

3. suorakulmaisten ja kayraviivaisten koordinaatistojen véliset muunnokset voidaan
kontinuumimekaniikan muodonmuutosten teoriassa tulkita epélineaarisiksi muodon-
muutoksiksi;

4. epéalineaaristen muodonmuutosten ja jannitysten lausekkeet yksinkertaistuvat ja
ovat siten laskennallisesti tehokkaampia, kun kéaytetddn sopivasti muodostettua
epéalineaarisen (kéyréaviivaisen) koordinaatiston kantaa.

Loppupéatelmanéd myos todetaan, ettéd kayréviivaisten koordinaatistojen teoria on lokaa-
listi sama kuin suoraviivaisten. Ero on siis siiné, ettd kayrédviivaisten koordinaatistojen
vakiosuureet ovat paikan funktioita ja siten vain lokaalisti vakioita. Usein kédyraviivaista
koordinaatistoa nimitetdén siten lokaaliksi koordinaatistoksi. Tiettyjd lokaaleja suora-
viivaisia koordinatistoja, kuten napa- tai polaarista koordinaatistoa, kidytetdédn yleises-
ti numeerisissa ratkaisimissa, kuten kaupallisissa muodonmuutospohjaisissa elementtime-
netelmésovelluksissa. Sen sijaan kayréviivaisia koordinaatistoja epélineaaristen muodon-
muutosten kuvaamiseen ei yleisesti ottaen ole sovellettu ratkaisimissa, vaikka kayréaviivaisissa
koordinaatistoissa muodostetut muodonmuutokset (muunnokset) voisivat tehostaa las-
kentaa. Tama johtuu siité, ettd suorakulmainen ja suoraviivainen koordinaatisto on kai-
kista yksinkertaisin.

Monia téarkeitéd aiheita ei késitelty tai niitd sivuttiin vain lyhyesti téssa artikkelissa:

1. Ortonormeerattujen koordinaatistojen ja sovellusten kannalta téarkeiden koordinaa-
tistojen (esim. logaritmiset) véliset muunnokset;

2. Christoffelin symbolien muunnosominaisuudet;

3. Tensorifunktioiden térkeét derivaattojen esitykset ((Leibnizin, Fréchetin) totaalide-
rivaatta, Gateaux- ja Lie-derivaatat) oleellisissa kdyraviivaisten koordinaatistojen
kannoissa;

4. Tarkeiden differentiaalioperaattoreiden esitykset (gradientti, divergenssi jne.) oleel-
lisissa kéyraviivaisten koordinaatistojen kannoissa;

5. Epélineaaristen muodonmuutosten ja jénnitysten lausekkeiden yksinkertaistetut esi-
tykset oleellisissa kdyraviivaisten (epélineaaristen) ja konvektiivisten koordinaatis-
tojen kannoissa.

Edelld mainittujen aiheiden selvittely kirkastaisi kdyréaviivaisten (epélineaaristen) ja

konvektiivisten koordinaatistojen merkitystd kontinuumimekaniikassa.
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Liite: Muisteluita

Monet meistd muistavat Tapion Tappina, paitsi lupsakkana fudiksen ja salibandyn ystdvani,
my6s tinkim&ttoméand opettajana ja kontinuumimekaniikan tutkijana. Tapiolla oli késittasikseni
hallussa myos nykylatinan alkeet tai ainakin vanha englanti, ja hdn perehtyikin moniin alku-
perdisteoksiin, kuten itse Isaac Newtonin Principican, [19]. Hin kykeni esittdmé#én mekaniikan
periaatteet pelkistetysti oppikirjoissaan ja muistiinpanoissaan. Vertailua voidaan tehd& tdmén
artikkelin (perustuu Tapion muistiinpanoihin) ja viitteiden kesken, [9, 10, 11, 12, 13, 14].

Yhteistyo (vuosina 2003-08, 2011-12, toimin tutkijana Lundissa 2008-11) Tapion kanssa eteni
seuraavasti: Tapio keksi esimerkin ja ratkaisi sen. Sen jédlkeen hén pyysi ratkaisun allekirjoitta-
neelta ja joiltain muilta laitoksen tutkijoilta. Motivaationa oli usein 20 € palkkio. Esimerkit
olivat haastavia ja muistelen tienanneeni noina vuosina yhteensd 40 €. Mikali ratkaisu yhtyi
hénen omaansa, Tapio saattoi hyviksyé sen omiin muistiinpanoihinsa.

Léheisend oppilaana ja tyotoverina allekirjoittanut sai kokea myos Tapion ankaramman puo-
len (hén kirjoitti merkittdvén osan tuotannostaan juuri noina vuosina ja oli ajoittain kired).
Esitellessdni nuorena yliopiston assistenttina (v. 2005, siihen aikaan vield arvostettu opetus-
ja tutkimusvirka) teoksen [3] kysymysten ratkaisuja (jatko-opinnot), Tapio menetti malttinsa;
en ollut noudattanut hénelle olennaista Christoffelien symbolien indeksien alentamis- ja nos-
tamissdantod. Poistuin tuosta jatko-opintokuulustelusta korvat punaisina. Parin vuoden kulut-
tua (parin hyldtyn uudelleen yrityksen jilkeen) Tapio kuitenkin ylldttden hyviksyi tuon jatko-
opintokokonaisuuden korjauksineen jopa hieman kehuen. Lihestyvilla eldkeiéllé ja keventyneelld
tyokuormalla saattoi olla vaikutusta.

Kuten usein oli tapana, istuimme iltapéivikahvilla syksylld 2012. Tapsa kertoili jélleen tenso-
reista ja ylldttden tituleerasi allekirjoittanutta Tensori-Samiksi erotuksena Iso-Samista (tunne-
taan nimelld Sami Pajunen, nykyisin prof., Tampereen yliopisto). Tuo titteli, kaiken kritiikin ja
sapiskan jélkeen, tuntui rehellisesti sanottuna hyviélta. Tapio arvosti paljon tohtorin tutkintoa;
allekirjoittaneen véitoskirja oli hyvéiksytty vain hieman aikaisemmin.

Lopuksi pari sitaattia Tapiolta: ”Ei riitd, ettd jérki on terédvé, térkeintd on kayttdd sité
oikein” (Rene Descartes, ranskalainen filosofi ja matemaatikko, jo v. 1596-1650); ” Rakentamisessa
el taito ilman tietoa riitd” (Jean Mignot, n. v. 1400, Milano); ”Kun osoitat kuuta, tyhmé katsoo
sormea” (alkuperé ei ole allekirjoittaneen tiedossa).

Vaikka artikkeli on voimakkaasti tiivistetty kokooonpano Tapion muistiinpanoista ja késittaa
liséiksi allekirjoittaneen omia muistiinpanoja, tekstissé on pyritty sdilyttaméaan Tapiolle téarkeét
asiat ja hénelle ominainen esitystapa. Myo0s esitetyt kuvat ovat suoria kopioita Tapion késin
piirtdmisti originaaleista (tunnettiin taitavana piirtdjana).
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