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Lisahuomioita energiataseiden kaytosta
virtauslaskennassa
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Tiivistelma Artikkeli on taydennys taméan lehden aikaisempaan energiataseiden kayttoa kos-
kevaan artikkeliin [1]. Mekaanisen energian taseen periaatteessa kokoonpuristuvassa virtaukses-
sa esiintyva niin sanottu kokoonpuristumistermi otetaan mukaan tarkasteluun. Eras havainnollis-
tava esimerkkitapaus kéydaan yksityiskohtaisesti lapi. Liséksi esitetdan kritiikkia virtauslasken-
nan esityksissa ilmeneviin epatasmallisyyksiin, joita saattaa esiintyd energiatarkastelujen yhtey-
dessa.
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Johdanto

Tamaén lehden artikkelissa [1] on kasitelty energiataseiden soveltamista virtaus-lasken-
nassa ja erityisesti kanavistovirtauksissa. Kyseisessd artikkelissa kuvattiin varsinaisen
energian taseen periaatteen ja mekaanisen energian taseen periaatteen saamia makros-
kooppisia muotoja ja niiden samankaltaisuuksia, mutta myos téarkeita eroja kuitenkin il-
man varsinaisia esimerkkilaskelmia. Erityisesti pyrittiin korostamaan mekaanisen ener-
gian taseen periaatteen usein liian véhélle jadvaa asemaa. Tamén kirjoituksen tarkoi-
tuksena on tdydentaa artikkelia [1] muun muassa kaymalla yksityiskohtaisesti l&pi erds
havainnollistava esimerkkilaskelma. Tamén yhteydessd joudutaan ottamaan huomioon
my®6s niin sanotun kokoonpuristumistermin osuus, joka jatettiin kasittelematta artikke-
lissa [1]. Lisaksi esitetdaan kritiikkia virtauslaskennan kirjallisuudessa joissain esityksis-
sé energiatarkasteluiden yhteydessa ilmeneviin epatasmallisyyksiin.

1 Vastuullinen kirjoittaja: eeromatti.salonen@gmail.com
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Perusyhtalot

Artikkelissa [1] tarkasteltiin energian taseen periaatteiden virtauslaskennassa saamia
versioita. Toistetaan vielé kéytetyt periaatteet.
Energian taseen periaate eli termodynamiikan ensimmainen p&asainté on tehomuo-
toisena
DK DE

Pyt + Py =—+— 1
ext Q Dt Dt ( )
eli kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien teho Psy; plus kappaleen saama lamp6-
teho Pg on yhtd suuri kuin kappaleen liike-energian K plus kappaleen sisaenergian E
muutosnopeus.
Mekaanisen energian taseen periaate on tehomuotoisena
DK
Pat + Pt = — 2
e Pt = 5 @)
eli kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien teho Psy; plus kappaleeseen vaikuttavi-
en sisdisten voimien teho P on yhtd suuri kuin kappaleen liike-energian K muutosno-
peus.
Artikkelissa tarkasteltiin erityisesti kuvan 1 mukaista yksidimensioista kontrolli-
aluetta.

7777

Kuva 1. Kaksiaukkoinen kontrollitilavuus.

Artikkelissa esitettyjen tavanomaisten otaksumien (tarkein niistd on pysyvan vir-
tauksen otaksuma) jalkeen saatiin vastaavasti versiot (energian tase):

1 2 1 2
Ql[p1+a1§pl<ve>1 +91921+Plel}—Q2[p2 +0525102 <Ve>2 + /2923 +/3292}=—PQ -R ()

ja (mekaanisen energian tase):

1 2 1 2
Qll:pl+al§pl<ve>1 +plgzl:|_Q2‘:p2 TXR P <Ve>2+92922}= D—IV pd;idvV —R (4)
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Kéytettyjen merkintdjen sisalté on esitetty yksityiskohtaisesti artikkelissa [1]. Eraat ter-
mit tulevat kuitenkin selostetuksi myds téssa jatkossa tapahtuvien kasittelyjen yhtey-
dessé. Etenkin yhtélossa (4) on nahtavissé niin sanotun "yleistetyn Bernoullin yhtalon™
painetermi, liike-energia- eli nopeustermi ja korkeusasematermi. Yhtaloiden (3) ja (4)
vertailu antaa yhteyden

D_.[v pd;; = —Quoie + Q028 — g (5)
eli
D=w(e,—e)-Fy +Iv pd;; - (6)

Tassa on kaytetty hyvéksi tietoa massavirran w vakioarvosta eli w= pQ; = p,Q, . Ar-
tikkelissa [1] ei ké&sitelty yhtalon (6) oikean puolen viimeisen termin — niin sanottu
kokoonpuristumistermi (engl. compression term) tai dilataatiotermi — kanavisto-tyyppi-
sessd virtauksessa saamaa arvoa. Se on esitetty nyt tdméan artikkelin liitteessé ja sita tul-
laan tarvitsemaan jatkossa kasiteltdvan esimerkkitapauksen yhteydessa. Erityisesti otak-
sumalla kokoonpuristumaton virtaus dilataationopeus d;j =0 ja yhtdlé (6) saa
yksinkertaisesmman muodon

D=w(e,—¢)-Py. (7

Yhtélot (6) ja (7) ovat tarkeita verrattaessa mekaanisen energian taseen periaatteen
antaman niin sanotun dissipaatiotermin (engl. dissipation term) eli haviétermin (engl.
loss term) eli vastustermin (resistance term) eli kitkatermin (friction term) D yhtél6iden
oikeilla puolilla esiintyviin varsinaisen energian taseen periaatteen antamiin vastineisiin,
jotka koostuvat siséenergian ja lammaon vuotermeistd. Todettakoon, ettd niin sanottuihin
"havioihin™ liittyva terminologia — kuten yll& — voi olla alan kirjallisuudessa melko
vaihtelevaa, etenkin koska oleelliset yhtalot (3) ja (4) saadaan myods vaihtoehtoisiin
muotoihin esimerkiksi jakamalla puolittain tilavuusvirralla Q. Té&ll6in yhtaloiden
termeilld on paineen dimensio ja puhutaankin muun muassa painehavidista (engl.
pressure losses).

Esimerkkitapaus

Tehtdvdn kuvaus

Geometria on kuvan 1 tapauksen pelkistetty versio, kuva 2. Kyseessa on pystysuorassa
asemassa oleva suora (pituus L) vakioympyrapoikkileikkauksen (halkaisija d ja

poikkileikkauspinta-ala siis A= rd? /4) omaava kanavaosuus. Akselitehoa ei ole
mukana eli termi Py =0. Kanavaosuuden pituuskoordinaatti x on suunnattu alemmasta

poikkileikkauksesta 1 ylempéan poikkileikkaukseen 2. Valiaineena on ilma, jossa kos-
teuden mahdolliset muutokset jatetadn tassa huomiotta. Erityisesti nyt halutaan tarkas-
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tella myds kokoonpuristuvaa virtausta, jolloin kasittely mutkistuu huomattavasti verrat-
tuna kokoonpuristumattomaan tapaukseen.
Ideaalikaasulain mukaisesti tiheys

P

P RT

(8)
jossa R on ilman kaasuvakio ja T absoluuttinen lampdétila. Viskositeetti x otaksutaan
tassd vakioksi ja sen arvo voidaan laskea esimerkiksi Sutherlandin kaavasta. Ominais-
entalpialle h otetaan tavanomaiseen tapaan riippuvuus

hse+£:cpT, 9)
o

jossa lampdokapasiteetti Cp otaksutaan vakioksi. Todellisuudessa viskositeetti ja lampo-
kapasiteetti riippuvat tietenkin lampétilasta, mutta késittelyn yksin-kertaistamiseksi ta-
ma jatetddn huomiotta.

Kuten edelld tarkastellaan pysyvéa virtausta. Virtausta kuvaaviksi perussuureiksi
otetaan paine p(x), tilavuusvirta Q(x)=(ve(x)) A ja poikkileikkauksen niin sanottu
keskilampédtila T (x) lahteen [2, s. 383] mukaisesti.

Ajatellaan, ettd kyseinen kanavisto-osuus on osa yleisempéa kanavistoa. Paine py,
tilavuusvirta Q, ja lampétila T, poikkileikkauksessa 1 ajatellaan tunnetuiksi. Tehtédvana
on maarittad vastaavat arvot p,, Q, ja T, poikkileikkauksessa 2. Kuitenkin aluksi esi-
tetadn niin sanottu isoterminen (kokoonpuristumaton) tapaus, jossa p; ja Q; otaksutaan
tunnetuiksi ja on mééritettdva vain p; ja Q.

t

P& |—

= |

Py | —

L

T

Kuva 2. Kanavaosuus.

Isoterminen tapaus

Kahden tuntemattoman suureen p, ja Q, madrittdmiseksi tarvitaan kaksi yhtaloa. 1so-
termisessa formulaatiossa erityisesti mahdollinen lampétilan muutoksen vaikutus jate-
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tdan huomiotta ja tiheyden p; = p otaksutaan olevan vakio. Kaksi tarvittavaa yhtal6a
ovat massan séilymisen periaate ja mekaanisen energian taseen periaate.

Ensimmainen yhtalo. Massatase antaa yhtélon

PQL=pQ, (10)
eli tilavuusvirta poikkileikkauksissa 1 ja 2 on sama:
Q=00=0Q. (11)
Toinen yhtald. Edellisen perusteella saadaan keskinopeuksiksi
Mah=R =2 (W)= =2 1)

eli myos <Ve>2 =<Ve>1. Kun otaksutaan liséksi, ettd liike-energian korjaustekijét ovat
yhtésuuret (o = arp), liike-energiatermit haviavéat yhtalossé (4) ja paadytaan yhtaloon

Ap+pg(n-72)= o (19

jossa Ap=p;—p,. Taten Ap ja toinen tuntematon p, voidaan mé&aritt44d suoraan
yhtélosta (13). Tarvitaan kuitenkin arvio havidtermistd D. Kéytetddn tunnettua muotoa

2
L1 (Q
D=f—-=p|l= 14
209 e (14)
jossa niin sanotun kitkatekijan (engl. friction factor) f lauseke on ([3])
- 0.25 (15)

o[ &4 574 2
3.7d Re0?

Tassa ¢ on kanaviston pinnankarheus (engl. roughness height) ja Re Reynoldsin luku:

Re = p—;(%j | (16)

Yksityiskohtainen jatkokésittely seuraa myéhemmin numeroarvojen yhteydessa.

Ldmpodtilariippuva tapaus
Nyt on siis lisaksi tarpeen myds varsinaisen energian taseen periaatteen kaytto.

Ensimmainen yhtald. Massatase antaa ensin yhteyden
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P =pQr =w. (17)

Konstitutiivista yhteyttd (8) soveltamalla saadaan sitten
T.
Q=2q="2q. (18)

Toinen yhtalo. Mekaanisen energian taseen periaatteessa (4) tdytyy ottaa huomioon
kokoonpuristumistermin antama osuus. Kayttamalla liitteen kaavaa (L.2) eréiden
termien ndhdaén kumoavan toisensa ja saadaan seuraavaksi

1 1 L _d
Q1{0515101<V>12+101921}—Qz[azapz<v>§+/02922}=D+IO Qd—de—Ps- (19)

Kun tdma jaetaan vield puolittain massavirralla w= pQ, = p,Q, ja otetaan huomioon
liitteen kaava (L.5) saadaan muoto

Qnm 1,2 Qn 1,2 D R

=M+ =(V), +07—— Py — ap =(V), — Qg2 =———= 20
Wpl a12<>1 9z; sz 0‘22<>2 gzww (20)

Lopuksi tehdaén vield otaksuma oq = o, =1 (t&ssé lisdksi P, =0). Saadaan yhtalo

Qg 1 AY (Y gz 20D
wAp+2[Aj Z(Aj +9(z 22)_W, (21)

jossa edelleen Ap = p; — p,. Havidtermi D lasketaan kaavasta (14) kayttéen keskimaardisia ar-
voja P =(o+p)/2 ja Qp=(Q+Q)/2.

Kolmas yhtél6. Ottamalla huomioon ominaisentalpian lauseke (9) varsinainen energia-
yhtélo (3) saa ensin muodon

1 2 1 2
Ql{a1§P1<V>1 +p097 +pleT1j|_Q2 [052 2P (V), +p207, +,020pT2} =-Py—R (22)

Kun tdma jaetaan vield puolittain massavirralla w ja tehdaan jalleen otaksuma
oy =, =1 (t&ssé edelleen Py =0), saadaan muoto

2 2
Cp AT +%(%} —%(Q—:j +g(zl—22):—PWQ, (23)

jossa AT =T;—T,. Systeemin saama lampdvirta Po tulee esittaa jollain tavalla. Tasséa
otaksutaan, ettd kanaviston seindmalla on annettu vakiolampdtila T ja ettd lammonsiir-
tokertoimella h (tassa eri suure kuin ominaisentalpia) on annettu vakioarvo. Lampdévuo
(maéaariteltyna positiivisena ulos kontrollialueesta) on siis g, =h(T —T) ja ottaen huo-
mioon poikkileikkauksen piirin arvo P =zd , systeemin saama lampdvirta on (poikki-
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leikkausten lapi tapahtuva lampovuo jatetddn tavanomaiseen tapaan huomiotta) [2, s.
397]

Py =hPLAT,,, (24)

jossa niin sanottu logaritminen keskilampdtilaero (engl. log mean temperature differen-
ce) on merkint6jamme kéayttaen

_ (T-Ty)-(-T)
™ n[(T,-T,)/(T,-T,)] (23)

Yhtalot (18), (21) ja (23) ratkaistaan suureiden Q,, Ap (tai p,) ja AT (tai T,) suh-
teen. Ratkaisu vaatii iteraatiota. Kéytetadn laskentajérjestysta (23), (18), (21).

Numeerinen sovellus
Otetaan arvot

L=4m, d=02m, z,-z =4m, g =9.81m/s?,
pr=1.20kg/m®, p =101300Pa, T, =(273.15+20)K,

Cp, =1005J/ (kg-K), 1 =0.0000185kg/(m-s), (20)
Q =0.1m3s, £=0.00009m, T, =(273.15+50)K.
Isotermisessa tapauksessa paine-eroksi saadaan
Ap=50Pa. (27)

Tilavuusvirta-arvo Q» =0.1m%/s on tietenkin tassd itsestadn selvi tulos. Paine-ero Ap
johtuu lahinna painovoiman osuudesta ja dissipaatio-osuus D/Q on vain noin 6% ter-
mistd pg(z; —z,) yhtaléssa (13).

Lampétilariippuvassa tapauksessa lammaonsiirtokertoimen arvon maarittdmiseksi on
otettu Dittus-Boelterin yhtalon ([2, s. 406]) mukaisesti Nusseltin luvuksi (ilmalle
Prandtlin luku Pr~0.7)

Nu = 0.023Re*® Pr/® = 0.023-41292%5.0.7"° =100.64 . (28)

Tasta saadaan (ilmalle ldammdonjohtavuus kz0.026W/(m2-K)) lammaonsiirto-kertoi-
meksi

~ Nuk 100.64-0.026 W/ (m-K)
d 0.2m

h ~13W/(m? K) . (29)

Lampétilariippuvassa tapauksessa iterointi antaa muun muassa logaritmiselle keskilam-
potilaerolle arvon
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AT, =26.28K. (30)
Samoin lopputuloksina saadaan arvot
Ap=49.7Pa, Q,=0.102m%/s, AT =—7.13K. (31)

Kuten nahdaan, suhteellisen pienestd syntyneestd lampdtilaerosta AT =-7.13K eli
T, —T; =7.13K johtuen muutokset verrattuina isotermisen tapauksen tilavuusvirran ja
paineen arvoihin ovat t4ssé erittain pienet.

Epatasmallisyyksia

Energiakaésitteisiin liittyy helposti niiden monimuotoisuuden kuten liike-energia, poten-
tiaalienergia, mekaaninen energia, sisdenergia, kokonaisenergia, lampdenergia (joka on
valtettdva termi) ja niin edespéin johdosta helposti vaarinkasitysten ja véarintulkintojen
mahdollisuuksia ei vain arkikielen yhteydessd vaan myds tekniikan sovelluksissa.
Seuraavassa esitetaén erés esimerkkitapaus.

Léahteessd [4]: "Handbook of Hydraulic Resistance, 790 s." annetaan suuri maaré
tiettyjen virtausteknisten laitteiden osien geometrioihin liittyvié arvioita niin sanotuista
havioisté eli vastuksista (engl. loss, resistance). Seuraavassa on lainaus kirjan sivuilta 22
ja 23:

"1. According to the law of conservation of energy for the medium
moving through a pipe (channel), the energy of the liquid (gas)
flow passing through section 0-0 per unit time (see Figure 1-10) is
equal to the sum of energies of the liquid (gas) flow passing
through section 1-1 per unit time plus the internal (thermal) and
mechanical energies dissipated along the segment between these
sections.

2. In the general case of an inelastic (liquid) and elastic (gas)
flow with nonuniform transverse velocity and pressure distribution;*
the corresponding energy equation will have the form

2
_[ (p+ﬂ+gp2+pUJWdF =
Fo 2

oW
_[F p+T+ gpz+pJ |wdF +ANy (1-21)
1

where z is the geometric height of the centroid of the corresponding
section, in m; p is the static pressure (absolute) at the point of the
the corresponding section, in Pa, U is the internal specific heat
energy of the gas flow (which a frictionless flow would have had),
in J/kg; and ANy is the total power lost over the segment between
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sections 0-0 and 1-1, which characterizes the value of mechanical
energy dissipated into heat, in W.

"Assuming no heat transfer and shaft work over the given seg-
ment."

Lainaus loppuu tdhdn. Kuvaa 1-10 ei ole liitetty tdssa mukaan. Merkintdjen suhteen to-
dettakoon vield, ettd w esittada tdssa aksiaalista virtausnopeutta (engl. stream velocity).
Tahdella merkitty virke on kirjassa alaviitteend. Tarked peruskaava (1-21) esiintyy Kir-
jassa my6hemmin useassa eri muodossa johtuen kulloinkin tehdyista otaksumista.

Mielestdmme kirjan yhtalon (1-21) taytyy olla virheellinen. Kirjan tekstin perusteel-
la on ilmeistd, ettd kyseessa on tarkoitus olla varsinaisen energiaperiaatteen eli termo-
dynamiikan ensimmaisen padsdadnnon sovellus. Tarkastellaan tilannetta yksinkertaisuu-
den vuoksi erityisesti kokoonpuristumattomassa tapauksessa, jolloin merkintéjamme
kayttaen kaavan (7) mukaisesti dissipaatio D =w(e; —e1) —Pg. Yhtalossa (1-21) on jo
mukana sisdenergian muutos (termin U kautta) ja alaviitteen mukaisesti lampdtehon
otaksutaan havidvén. Taten kaavan (7) oikea puoli esiintyy jo yhtéldssa (1-21) eika sin-
ne saa enaa lisata ylimaaraista dissipaatiotermid ANy .

Esittima&mme kritiikki ei poista kirjan tarkedd kaytannollista arvoa, koska useimmis-
sa sovelluksissa on kuitenkin itse asiassa kyse mekaanisen energian taseen periaatteen
kaytostd, koska sisaenergian ja lammonsiirron osuutta ei ole mukana. VVoidaan myés to-
deta, ettd lainauksessa esiintyva teksti "which characterizes the value of mechanical
energy dissipated into heat" on nykyterminologian mukaan harhaanjohtava, koska termi
"heat" eli lampd on kappaleen (systeemin) saama tai luovuttama energia. Lainauksen
loppu kuuluisi paremmin: "dissipated into internal energy".

Kiitokset

Kiitimme kasikirjoituksen vertaisarvioijia korjausehdotuksista, joiden huomioonotto on
mielestdamme parantanut artikkelin siséltoa.
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Liite

Lahteessé [5] on osoitettu kaavana (7.8-12), ettd kokoonpuristuvuustermié voidaan app-
roksimoida muodossa (kayttaen merkintdjamme)

L
—J. pd“dV ~—-W B
\ Pl

e (L.1)
0 pdx

Kaavan johdossa on erdénd otaksumana, etta virtaukseen voidaan liittda jonkinlainen
aksiaalinen "edustava virtaviiva™ (engl. representative streamline). Sovellukseemme liit-
tyen tdm& otaksuma on voimassa. Ottamalla huomioon massavirran lauseke
w=pQ = pQ = pQ, kaava (L.1) on vaihtoehtoisesti

L . d
_.[v pd;;dV =~ —p,Q, + p1Q1+IO Qd—zdx- (L2)
Tassa otaksutaan edelleen (ei endd ladhteen [5] otaksuma), ettd esiintyvan integraalin

maéarittdmisessa suureita p ja Q voidaan approksimoida lineaarisesti aksiaaalisen pituus-
koordinaatin x suhteen:

p(x) = [1——]p1+ P2, (L.3)

X
L
X

L.4
- (L4)

Q(x){l—{j@w—

Téaten derivaatta dp/dx=(p, — py)/ L on x:n suhteen vakio ja siis

d —
jQ Pox~ PP jK ) 42 Qz}dx_ ZLplleQZL
Q + Qz_

=(p2-P1) = (P2 = P1)CQm (L.5)

jossa Q,, on keskimé&arainen tilavuusvirta. Soveltamalla lauseketta (L.5) kaavassa (L.2)
saadaan lopuksi approksimaatio

[, PV =~ py(Qn ~ Q)+ P1(Q ~Qny)- (L6)

Tamé on looginen ainakin siind mielessd, ettd kokoonpuristumattomassa virtauksessa,
jolloin djj =0, myos kaavan oikea puoli haviad, koska silloin Q =Q, =Q,,.
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