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Tiivistelma Artikkelissa tarkastellaan ddrettoméin elinikéifin liittyvid varmuuskertoimen las-
kentaa kontinuumimekaniikkaan perustuvassa jannitysvisymismallissa. Jannityshistoria voi ol-
la joko deterministinen tai stokastinen. Varmuuskertoimen laskenta redusoituu kestdvyysfunk-
tion maksimiarvon etsimiseen. Stokastisen jinnityshistorian tapauksessa myos kestdvyysfunktion
arvot muodostavat stokastisen prosessin, jonka maksimiarvon todennakéisyysjakauma voidaan
muodostaa. Menetelmda havainnollistetaan sekd yksinkertaisella yksidimensioisella ettd moniak-
selisella teollisella esimerkkilaskennalla.

Awvainsanat: visyminen, kontinuumimalli, varmuuskerroin, stokastinen jdnnityshistoria

Vastaanotettu: 6.2.2019. Hyviksytty: 8.10.2020. Julkaistu verkossa: 11.5.2021.

Johdanto

Edellisessé artikkelissamme [2] tarkastelimme yleisesti visymisen kontinuumimallia ja sen
soveltumista tilanteeseen, jossa rakenteen elinikd on &darellinen. Tam& kirjoitus on suora
jatko-osa tille muodostaen kuitenkin oman itsendisen kokonaisuutensa. Vasymisen kon-
tinuumimallissa visymisilmiotd késitellddn prosessina ja se muotoillaan hieman samaan
tapaan kuin plastiset ainemallit kiyttien evoluutioyhtélditi kestdvyyspinnan liikkeen ja
vaurion etenemisen kuvaamiseen [10].

Toistuvan dynaamisen kuormituksen alaisten rakenteiden suunnittelussa kohdataan
usein kysymys rakenteen elinifisté ja etenkin siitd, voiko rakenteen suunnitella kestamaén,
ainakin periaatteellisesti, &drettoméan kauan? Kysymykseen on monimutkaisuudessaan hy-
vin vaikea antaa tarkkaa vastausta. Materiaaliominaisuuksien liséksi elinikdin vaikuttaa
luonnollisesti monet muut seikat kemiallisesta korroosiosta inhimillisiin ennustamattomiin
vahinkoihin.

Klassisissa yksiulotteisessa visymistesteissd testisauvoja kuormitetaan tiettyyn rajaan
asti (esimerkiksi 107 syklid) tietylli vaihtokuormituksella, ja mikili vauriota ei tapahdu,
sanotaan rakenteen kestivin darettomén pitkddn. Toistamalla mittaus erilaisilla jainnity-
samplitudeilla o, tietylld kiintedlld keskijannitykselld o, saadaan aikaan materiaalin SN-
tai Wohlerin kiyra. SN-kiyra esittad tavallisesti amplitudin o, kestoluvun N funktiona
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logaritmisessa asteikossa. Adreton eliniké tarkoittaakin usein insindérien kielelld jannitys-
historioita, jotka ovat visymisrajan alapuolella. Tahan ajatteluun liittyy kuitenkin useita
ongelmia. On syytd huomata, ettd SN-kiyrd madritetadn tekemilld mittauksia, joita voi-
daan tehda kustannussyistd yleensd suhteellisen vihin ja néin kdyriin tulisi suhtautua
yleensd hyvin suuntaa-antavina, katso [12].

Perinteisesti on ajateltu, ettd tietyilld materiaaleilla kuten ferriittisilld terédksilla ja
titaanilla on selvisti maaritettdva ddrettomén elinidn vasymisraja, kun taas esimerkiksi
alumiinilla ja kuparilla?. sellaista ei ole ja SN-kiiyrs on jatkuvasti aleneva. Nykyisin tes-
tausmenetelmien kehittyessd on kuitenkin alettu kyseenalaistamaan myos terdsten janni-
tysvisymisraja. Kokeissa on havaittu, ettd hyvin suurilla toistomé&arilla visymisvaurioita
tapahtuu myos klassista visymisrajaa pienemmilld jinnityksilld. Téta on havainnollistettu
kuvassa 1 katkoviivalla, katso myos [7, 11]. Tata aluetta kutsutaan myos gigasyklivisymi-
salueeksi, ja talld alueella esiintyville vasymisvauriolle on ominaista, ettd se ydintyy ra-
kenteen sisiltd eikd pinnan laheisyydestd kuten yleensi jannitysvisymisalueella [13, katso
esim. kuva 4|.

o LCF-alue HCF-alue VHCF-alue
Outs

Lplastinen kayttaytyminen
O-y 777777777777777

elastinen kayttaytyminen
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N

Kuva 1. SN-kiiyrdn periaatteellinen kuvaaja tietyille materiaaleille ja johon on havainnollistettu my6to-
viasymisalue LCF (low-cycle fatigue), jannitysvisymisalue HCF (high-cycle fatigue) ja laajennettu jan-
nitysvisymisalue VHCF (very high-cycle fatigue). Plastisella- ja elastisella kilyttaytymiselld tarkoitetaan
tdssd maksroskooppista kiyttdytymistd. Myos jannitysvasymisalueella esiintyy rajoittuneesti paikallista
plastista muodonmuutosta.

Téassa artikkelissa dareton elinikd tarkoittaa klassista, edelld mainittua visymisrajaa,
joka koostuu visymisrajaa pienemmistd amplitudeista. Kéytdnnon sovelluksissa edelld
mainitut rajoitukset on kuitenkin syyta pitdd mielessé.

Yhteenvetona todettakoon, ettd dérelliseen elinikddn liittyy runsaasti epidvarmuutta
aiheuttavia tekijoitd. Tasta syystd rakenteita suunniteltaessa onkin tapana mitoittaa nii-
ta siten, ettd voidaan olla varma rakenteiden kestdvyydesta. Luonnollisesti tdhin liittyy

2 Alumiinin ja kuparin kiderakenne normaalilimpd&tiloissa on pintakeskinen kuutio kun taas ferriittisten
terdsten kiderakenne on tilakeskinen kuutio. Titaanin kiderakenne on heksagonaalinen. Kiderakenteen
vaikutuksesta visymislujuuteen katso [1]
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talloin ylimitoituksen riski. Varmuuden suhdetta vidsymisrajaan kutsutaan varmuusker-
toimeksi, jonka avulla suunnittelija pystyy varmistumaan intuitionsa lisiksi rakenteen
kestavyydestd ja myos liittamadn ilmiéon lukuarvon. Edelleen tdméa lukuarvo on ongel-
mallinen, silld sille tulisi pystyd antamaan luonnollinen maaritelma, se pitiisi pystyé laske-
maan myos monimutkaisemmille kuormituksille kuin yksinkertaiselle vaihtokuormituksille
ja sen luonnolliset tilastolliset ominaisuudet tulisi pystyd méadrittamadn. Téssd artikkelis-
sa naihin kysymyksiin vastataan kiyttamalld hyvéiksi vasymisen kontinuumimallia, katso
[2, 10]. Kontinuumimallissa varmuuskertoimen méérittely on luonnollista ja tulkitsemalla
jannityshistoria stokastiseksi prosessiksi, voidaan kerroin tulkita satunnaismuuttujaksi ja
laskea sen jakaumalle approksimaatio.

Jannitysvasymisen kontinuumimalli

Kerrataan lyhyesti jinnitysvisymisen kontinuumimallin teoreettinen perusta. Menetel-
mén esittelevit Lundin yliopiston tutkijat Niels Ottosen, Robert Stenstrom ja Matti Ris-
tinmaa vuonna 2008 julkaistussa artikkelissaan [10]. Aiemmassa artikkelissamme [2] (katso
myos |3, 4]) kontinuumimallin periaate esiteltiin yksityiskohtaisemmin, joten tyydymme
nyt suppeampaan esitykseen. Kontinuumimallin ideana on mééritelld jainnitysavaruudessa
vasymis- tai kestdvyyspinta, joka isotrooppisessa tapauksessa on muotoa

B= (54 AL — 0,0 = 0, (1)
er
Kestivyyspinnan yhtilossd A ja 0., ovat positiivisia materiaaliparametreja, I; = tr(o) ja
7 =1/3/2 s —alp = /3/2¢/tr(s — a)?, jossa s = o — Itr(a)/3. Materiaaliparametri
Ooe OSOittautuu materiaalin keskijannitykselld o, = 0 olevaksi visymisrajaksi o_;. Kon-
tinuumimallissa tensori ¢ asemoi kestdvyyspinnan jannitysavaruuteen ja pinnan liiketta
jannitysavaruudessa hallitsee evoluutioyhtalo

(2)

: C(s—a)ﬁ, kun /B,BZO,
o =
0, muulloin.
Evoluutioyhtédlostd havaitaan, ettd kestdvyyspinta muuttaa asemaansa silloin, kun jinni-
tys liikkkuu pinnan ulkopuolella siitd poispédin. Visymisvauriota mitataan skalaarimuuttu-

jalla D, jonka kertymista mielivaltaisessa kuormitushistoriassa kuvataan evoluutioyhta-
16114

b m exp(LB)B, kun 8,8 >0,

0, muulloin.

(3)

Vaurio kasvaa siis tdsmailleen samaan aikaan, kun kestdvyyspinta muuttaa asemaansa.
Vaurio normeerataan yleensé siten, ettd alkuhetkelld D(0) = 0 ja vaurio tapahtuu kun
D(t¢) = 1 jollakin ¢; > 0. Edella olevat parametrit C', K, L ja k ovat positiivisia materi-
aaliparametrejé ja niiden estimoinnista 16ytyy tietoa l&hteista [2, 10].

Jannitys o (t) oletaan olevan tensoriarvoinen stokastinen prosessi (katso tarkemmin
[2]), joten kaikki edelld olevat yhtdlot ovat stokastisia differentiaaliyhtéloitd. Erikoistapaus
Var(o;;(t)) = 0 jokaisella 7,5 = 1,2, 3 ja jokaisella t > 0 vastaa klassista determinististé
tapausta. Elinidn ollessa ddreton oletetaan, ettd yhtdlot (2) ja (3) ratkaistaan joukossa
[0, 00) ja télloin vaurioprosessi pysdhtyy arvoon D* < 1.
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Varmuuskerroin

Varmuuskertoimen maéritelma kontinuumimallissa perustuu kestavyyspinnan stabiloitu-
miseen tiettyyn stabiiliin asemaan ja téssa tilassa materiaaliparametrin o,, mahdollisen
pienimmaén arvon etsintidn. Tasmallistd mairitelmia varten tarvitaan kasitteistod, mité
kehitetdén seuraavaksi.

Olkoon o (t) annettu deterministinen jannityshistoria ja «(t) vastaava kestdvyyspin-
nan keskipisteen liike. Oletetaan, ettd keskipisteen alkuehto on a(0) = ay. Luonnollisesti
tensori a(t) riippuu tdysin kuormituksesta, mutta yleisesti voidaan olettaa ddrettomén
eliniin tapauksessa a(t) stabiloituvan kohti jotain kiinteda pistettd, kun ¢ — oo, koska D
ei talloin voi saavuttaa arvoa yksi. Annetaan ensimmainen maéaritelma:

(a) Stabiili tila: Loytyy sellainen ajanhetki T, ettd a(t) = 0 kun ¢ > T ja télloin
a(t) = ag.

Stabiililla tilalla tarkoitetaan téssé tensoria ag, mihin kestdvyyspinnan keskipisteen liike
asettuu. Stabiilista tilasta erotetaan:

(b) Tasaisesti stabiili tila: Loytyy sellainan ajanhetki 7" ja minimaalinen vakio M, ett&
a(t) =0ja B(o(t),as;0-1) < M <0 kun t > T, missid ag on vastaava kestévyys-
pinnan stabiilin tilan keskipiste.

Tasaisesti stabiilissa tilassa jannitystensorin o (t) arvot pysyvét pinnan (o, ag;0_1) = M
sisdpuolella. Suoralla laskulla ndemme, etta

Blo,o;0-1) — M = (M+1)p(o, ;01 (M +1)).

Nyt huomataan, etti visymisrajaa voitaisiin pienentdd vasymisrajaksi o’ := o_1(M + 1)
jdnnitysten silti pysyessi tasaisesti stabiilissa tilassa pinnan (o, as;0’) = 0 sisdpuolel-
la. Fysikaalisesti tdmé tarkoittaa sitd, ettd ddreton elinikd saavutettaisiin, vaikka mate-
riaalilta vaadittaisiin heikommat lujuusominaisuudet. Minimaalista materiaaliparametria
o* kutsutaan redusoiduksi vasymisrajaksi ja tatd vastaavaa tasaisesti stabiilia tilaa o

asymptoottisesti stabiiliksi tilaksi. Varmuuskerroin madritelliin suhteena®
o_
S=—.
o

Miksi sitten edelld mainittu o’ ei yleisesti kelpaa redusoiduksi visymisrajaksi? Yksinker-
taisesti siitd syysté, ettd se riippuu alkuehdosta ay. Evoluutioyhtdlon (2) mukaisesti piste
a(t) liikkkuu suuntaan s(t) — a(t), joka riippuu alkuehdosta ja néin ollen eri alkuehtopis-
teistd lahteville ratkaisuille ei ole takeita, ettd ne stabiloituisivat samaan pisteeseen ag.
Tarkasteltaessa vauriopinnan yhtaloa

V3 s —asll + Al(e) =o' =0

stabiilissa tilassa, huomataan ettd o’ = o* tdsmaélleen silloin kun normi |s — ag|| saa
miniminsd kaikkien mahdollisten tasaisesti stabiilien tilojen suhteen ja minimiarvo on
talloin [|s — ag||p. Néin ollen asymptoottisesti stabiilin tilan tulee olla yksikésitteinen ja
alkuehdosta riippumaton.

3Varmuusluvun méirittéimiseksi viisymisanalyysisséi on useita tapoja, katso esim. [12, Luku 3.3].
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Asymptoottisesti stabiilissa tilassa S(o(t), af;0%) < M* < 0 kun ¢ > T*, on siis
oc* =1+ M*)o_; ja
1
S=—-—,
1+ M+
jossa

M* = gzjﬁ(ﬂ(d’(t),as; CT_1>.

Koska a@ on asymptoottisesti stabiili tila, voidaan sitd etsii rajoitettuna min-max -
ongelmana

min max (o (t), o 0-1), (4)

qlg]xﬁ(a(t), a;0_1) <0.

Taman muotoinen ongelma voidaan ratkaista klassisella epédlineaarisen optimoinnin sak-
kofunktiomenetelmalld. Kuitenkin, jos funktio o (t) ei ole periodinen, on optimointiongel-
man ratkaisu tyolasta ja jaitdmme tdméan tulevaksi tutkimusaiheeksi.

Periodinen deterministinen jannitys

Oletetaan, ettd tensori o (¢) on periodinen, olkoon periodi ¢, jolloin sen maksimi voidaan
laskea yhden periodin yli

Ottaen huomioon se, ettei varmuuskerrointa ole tarpeen méaérittad usean desimaalin tark-
kuudella ja emme ole kiinnostuneita itse tensorista ag, vaan kohdefunktion minimiarvos-
ta, voidaan periodisessa tapauksessa ottaa kidyttoon seuraava likimadrainen menetelma.
Oletetaan, ettd fpax(a) on edelld méaritelty. Muodostetaan jinnitysavaruuteen hila

V(h) = SN hZS,

jossa h > 0 on hilaparametri ja S jokin sopiva joukko, siten ettd (. > 0 tdmén ulko-

puolella ja etsitdain

M* ~ min Bpax(o).
Gy ()

Esimerkki 1 Tarkastellaan yksidimensioista jadnnityshistoriaa
o(t) = om + oasin(2mt/t,),

kun o, = 0.50_4 ja 0, = 0.30_;. Kéytetddin materiaaliparametreille lihteessd [10] esitet-
tyja AISI-SAE 4340 terdksen materiaaliarvoja: o_; = 490 MPa, A = 0.225,C' = 1.25, K =
2.65 x 1075, L = 14.4, k = 0. Yksidimensioisen jannitystilan tapauksessa myds tensoria o
voidaan kuvata yhdelld muuttujalla o, joten funktio

5max(a) = 52?2(1 /B(U(t)a Qs 0—1)
ja sen kuvaaja on piirretty kuvaan 2. N&hddin, ettd af ~ 0.38 ja M* = [pax(af) =~
—0.585, joten varmuuskertoimeksi saadaan

= ~ 241.
14+ M+
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Kuva 2. Funktio Bmax(c).

Stokastinen jannitys

Jos jénnityshistoria o (t) on stokastinen prosessi on myds funktio (o (t), a(t); o_1) stokas-
tinen prosessi ja M on stokastisen prosessin maksimiarvo, joka meiddn tapauksessamme
M < 0. Maksimiarvo M on néin ollen satunnaismuuttuja ja sen asymptoottisen jakauman
kertyméafunktio on muotoa

Fag(m) exp(—(—am — b)°), kun m <0,
m) =
M 1, kun m > 0,

katso esimerkiksi [8]. Kertyméfunktion parametrit a,b, ¢ tulee estimoida tarkasteltavasta
datasta. Laskuissa on minimointiongelma (4) ratkaistava jokaiselle realisaatioille {o7;(t) }}_,

erikseen, joka tuottaa satunnaismuuttujalle M* niytteet {]\Z* 1, joista kertyméafunktion
parametrit voidaan maarita.
Kéaytannossa edelld oleva laskenta on erittdin tyolds. Tarkastellaan tilannetta, jossa

jdnnityshistoria o (t) on stokastinen prosessi muotoa
o(t) = oper(t) + oxon(t),

ja oletetaan, ettd ope(f) on tavallinen periodinen funktio ja ettd kohinan odotusarvo
E(owen(t)) = 0. Télloin voidaan funktiolle o, (f) laskea asymptoottisesti stabiili tila af
esimerkiksi edellisessé luvussa esitellylld likiméaaraiselld menetelmélla. Tamén kiinnitetyn
asymptoottisesti stabiilin tilan approksimaation avulla voidaan laskea naytteet

Mj ~ max (5(t), o5;0-1)

kun 5 =1,...,n.
Huomautus. Fdelld olevaa menetelmaid voidaan soveltaa myds yleisen stokastisen

prosessin o (t) tapauksessa, missd lasketaan ensin o odotusarvoprosessille Eo(t), ja sit-
ten jatketaan kuten edelld.
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Kuva 3. Sylinteripainehistoriat (p [bar]) yhden ty6kierron aikana.

Esimerkki 2. Tarkastellaan esimerkkind nelitahtimoottorin kiertokangen varmuus-
kertoimen laskentaa kun kuormituksena on tilastollista dataa sylinterin painehistoriasta
vhden tyokierron aikana.! Painehistoriat on esitetty kuvassa 3. Niistd painehistorioista
on laskettu kiertokangen jannityshistoriat, jotka luonnollisesti ovat moniaksiaalisia. Var-
muuskertoimen laskentaa varten on kiertokangesta valittu edustava kohta.

Jokaista painehistoriaa vastaa siten jannityspolku jannitysavaruudessa. Tulkitaan jan-
nityspolkuja realisaatioiksi {&;()}5%, kun —360 < t < 360. Lasketaan asymptoottisesti
stabiili a§ tila ndiden keskiarvoprosessille ja muodostetaan

M = B(6(0), a;0-1), j =0, ..., 300.

Kuvassa 4 niiden néytteiden kertymaéafunktion empiirinen jakauma ja siithen edelld sovi-
tettu edelld mainittu kertyméfunktio parametreilla a = 1 b = —0.53 ja ¢ = 17. Nyt ha-
luamme sen varmuuskertoimen alarajan Sxr, jonka S saavuttaa 80% varmuudella. Toisin
sanoen

Siten ] i
mos = —— — 1 jaedelleen Spg=—-—.
0.8 Sin J AR Mo + 1
Koska
0.8 = FM(mo_g) = exp(—(—mo_g + 0.53)17),
niin yhtélosta ratkaisemalla saamme mgg = —0.37 ja edelleen Syg = 1.63.
Yhteenveto

Artikkelissa on tarkasteltu varmuuskertoimen méarittelyd erityisesti kontinuumildhesty-
mistavan mukaisessa jinnitysvidsymismallissa. Varmuuskerroin madaritellddn materiaalin

Nelitahtimoottorin kiertokangen laskenta on esitetty lihteissé [9, 6]. Moottorilaskennan historiasta
kiinnostuneille 16ytyy [5].
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Kuva 4. Empiirinen kertyméfunktio ja teoreettinen jakauma.

visymisrajan ja minimaalisen redusoidun vdsymisrajan suhteena. Redusoidulla vdsymis-
rajalla tarkoitetaan kuvitteellista visymisrajaa, joka méaérittelee tasaisesti stabiilin kesté-
vyyspinnan, jonka sisdpuolelle kaikki tarkasteltavat jannityshistoriat jiavit. Menettelya
on havainnollistettu kahdella esimerkilld, joista toisen jannityshistoria on deterministi-
nen yksiakselinen ja toisen moniakselisen esimerkin kuormitushistoria perustuu joukkoon
mittauksia. T&ll6in varmuuskerroin on satunnaismuuttuja ja sille on laskettu jakauma.
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