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Johdanto

Giuseppe Grioli osoitti vuonna 1940, ettd deformoituvan kappaleen deformaatiogradientin
polaarihajoitelman mukainen rotaatio minimoi syntyvin muodonmuutoksen tietyn nor-
min mukaisesti [1], [2]. Elegantin todistuksen ovat esitténeet C. Truesdell ja R.A. Toupin
[3]. Asiaa ovat myohemmin tarkastelleet myos L.C. Martins ja P. Podio-Guidugli [4], M.
Mikkola [5] ja P. Neff, J. Lankeit ja A. Madeo [6]. Lineaarisen teorian puitteissa asian
ovat esittdneet L.D. Landau ja E.M. Lifshitz [7] sekd H. Parland [8], joka sovelsi sitd ope-
tusmonisteessa 'Rakenteiden véaénto’. Griolin teoreemaa on viime aikoina sovellettu mm.
materiaalien miokrorakenteen tutkimuksessa, A. Fischle ja P. Neff [9]. Tamé&n artikke-
lin tarkoituksena on palauttaa mieliin Griolin teoreema deformoituvan kappaleen suurten
siirtymien tapauksessa ja demonstroida sitd muutamien esimerkkien avulla.

Merkinnat

Tarkastellaan kontinuumikappaletta, jonka sijainti referoidaan suorakulmaiseen kartee-
siseen koordinaatistoon (Kuva 1). Koordinaattiakselien suuntaiset yksikkokantavektorit
ovat { ey }. Vektoreita merkitéén vinoilla lihavoiduilla kirjaimilla ja niiden dyadituloa
x ® y. Toisen kertaluvun tensoreita merkitdéan pystyilla lihavoiduilla kirjaimilla T =
T er ® e;. Einsteinin summeeraussaianto tulossa esiintyvan kahden saman indeksin suh-
teen pitee. Kahden tensorin kontraktio on T :S = tr(STT) = tr(ST"). Ainepisteen
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Kuva 1. Deformoituva kappale koordinaatistoineen alkutilassa C' ja lopputilassa C”.

paikkavektori on alkutilassa P = Xgex ja lopputilassa p = zpe,. Paikkavektorit re-
feroidaan samaan koordinaatistoon, mutta selvyyden vuoksi alkutilaan viitataan isoilla
kirjaimilla ja deformoituneeseen tilaan pienilld. Esitystapa noudattaa melko tarkasti G.A.
Holzapfelin kirjaa [10] ja osittain myos Bagarin ja Weichertin teosta [11].

Deformaatiogradientti ja polaarihajoitelma
Ainepisteiden liike kuvataan yhtéalolla
€T :l’k(Xl,XQ,X;;,t)ek. (1)

Jatkossa tarkastellaan tiettyd ajanhetked, joten aika ¢ voidaan jattda pois. Deformaatio-
gradientti on

6xk
F = : 2
9X,, e ® ey (2)
Muodonmuutostensori C on Cauchyn-Greenin oikeanpuoleinen muodonmuutostensori
&Tk a%k
C=FTF = — ) 3
DX 0 OXy MOV )

Tunnetusti deformaatiogradientille péatee polaarihajoitelma, jonka mukaan se on kah-

den tensorin tulo
F = RU = VR, (4)

Rotaatiotensori R voidaan esittdad muodossa
R = Ruer® ey, R'=Rnxex ® e,,. (5)
Rotaatiotensori toteuttaa yhtéalot

R'R = R0 Rivex ® ey = RpxRonex ® ey = 0xyex @ ey =1,
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RR" = Ryndur Rk er ® em = Ry Ryyrer ® €, = Opmer @ ey, = i

Rotaatiotensorille piitee siis RT = R™!. Tensorit U ja V ovat symmetriset venytystensorit
U=Ugrex®er, V=V,e,R e,. (6)

Deformaatiotensori voidaan jakaa myo6s additiivisesti
F=I+E+ W, (7)

jossa
1 1
E=FErrex®er, By = §(UK,L‘|’UL,K)>W =Wkrexk®@er, Wk = §(UK,L—UL,K)- (8)

ug = uy, on siirtymékomponentti z;, — Xj,. Merkinta uk 1, on osittaisderivaatta duy /0X.

Lineaarinen tapaus, pienet siirtymat

Tarkastellaan aluksi rotaatiota, joka minimoi muodonmuutoksen, pienten siirtymien ta-
pauksessa [7], [8]. Kappaleen siirtymaétila lausutaan yhtéloilla

$k:Xk+Uk(Xk),k: 172a37 (9)

joissa Xy ja xp méadrittdvat ainepisteen paikan alku- ja deformoituneessa tilassa. Tésté
eteenpiin kaytetddn alaindekseind vain pienié kirjaimia. Jaykén kappaleen siirtymétila
voidaan esittdd muodossa

Tk rigid = Ck+€kijwin, i7j, k= 17 2, 3, tai Lrigid = c+w x X tai Trigid = C+QX, (10)

jossa c esittda translaatiota ja w rotaatiovektoria. Rotaatiotensorin €2 komponenttimat-
riisi on

0 —Ws W9
Q= W3 0 —W1 . (1 1)
—Wwy Wi 0

Permutaatiosymboli e;;, saa arvon 1 parillisille permutaatioille 123,231,312 ja arvon -1
parittomille 132,321,213 ja on muutoin 0.

Valitaan alkutilan ainepiste P ja sen ympérilta p-séteinen pallo. Pisteen P ja sen ldhelld
olevan pisteen Q, joka myos kuuluu palloon, siirtymét ovat

8uk
0X,

ul = up(XP, XT, XPY ja ul = up(XP +dX,, X +d Xy, XT 4+ dXs) = ul + ()P dX,,.
Otaksutaan, ettd pallon side p on niin pieni, ettd paikallisesti siirtymétilaa voidaan
pitdd lineaarisena. Silloin muodonmuutostila on homogeeninen. Téll6in yll& esitetyn siir-
tymétilan ja samasta pisteestd P ldhtevan jaykan kappaleen siirtymien erotus on

uy, + (g;i)P(Xn — X)) = — enywi(X; — XP) b =1,2,3. (12)
Siirtyméerotusten nelididen summa on
3 Ou 2
den) = Y- [ (X0) + SN, = XD) 1 - uga (X, - X)

k=1
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Integroidaan tdma lauseke p-séteisen pallon tilavuuden yli. Saatu lauseke on kolmen trans-
laatiokomponentin ja kolmen rotaatiokomponentin funktio, jonka minimi mééritetadn
tunnettuun tapaan derivoimalla ndiden suhteen. Kéaytetadn pallokoordinaatteja

X; =rsinflcosyp, X;=rsinfsiny, X3=rcosb.

Integroinnin jélkeen saadaan

dmp? : P o | Amp® - duy , . p ?

k=1 =
(13)

Yksinkertaisten laskutoimitusten jalkeen saadaan odotettavissa oleva tulos
o = u(X{), k=123, (14)

1 8U3 8u2 1 8u1 8U3 1 8162 (9u1
wi=5o7 —av e =5 —av ) ws =55 — 5%)- (15)

20X, 0X;3 2°0X; 0X; 20X, 00X,

Kun ndméi sijoitetaan D:n lausekkeeseen (13), ndhddin, ettd minimipisteessd on
3 2
47rp 1 auz ouy,

. 16
Z [ 270Xy 3Xi)} 16)

Hakasuluissa olevat termit ovat juuri kaavan (8) mukaiset venymien lausekkeet pienten
siirtymien tapauksessa
1, Ju; ouy,
= g (o Sy,
20X,  0X;
Kaikki osittaisderivaatat on tietenkin mééritetty pisteessa P. Jaykén kappaleen siirtymét,
jotka minimoivat D:n lausekkeen, tuottavat siis venymien lausekkeet.
Parland on opetusmonisteessaan 'Rakenteiden vaanto’ [8] soveltanut tétd menettelyé
moniin palkkiteorian tapauksiin.

ik =123 (17)

Suuret siirtymat, Griolin teoreema

Suurten siirtymien tapauksessa vaikeudet syntyvat siitd, ettd rotaation kuvaus on mo-
nimutkaisempi. Léhtotilanne on kuten pienten siirtymien tapauksessa: alkutilassa vali-
taan ainepiste P ja sen ympériltd sopiva alue, esim. p-séteinen pallo, johon kuuluu myo6s
ldheinen piste Q. Deformaation tapahtuessa piste P siirtyy pisteeseen P’ ja piste Q pis-
teeseen Q' (ks. Kuva 1). Deformaatiogradientin arvo mééritetddn pisteessi P, jolloin siir-
tymétilaa voidaan pitdd lineaarisena P:n ldhelld ja muodonmuutostilaa homogeenisena

8xk
0X,

v = op(XT + dXy, XS+ dXo, X +dXs) = af + (5) d X, (18)

tal vektorimuodossa
29 = (X9 = 2(X"4+dX) = (X)) +F(X")dX = X +u(XD)+F(X)dX. (19)

Deformaatiogradientti on kaavan (4) mukaan F = RU = VR, jossa R on deformaatioon
liittyvé jaykan kappaleen rotaatio. Jaykéan kappaleen translaatio, joka siirtdéd pisteen Q
pisteeseen Q”, on

Uk rigid = Ck + Qrnd X, vektorimuodossa ;40 = ¢ + QdX, (20)

113



jossa ¢ on jokin translaatio P-pisteestd ldhtien ja Q on rotaatiotensori kuten R. Silloin
on
z? = X'+ ¢+ QdX. (21)

Pisteiden Q' ja Q” vilisen etéisyyden nelié on
d=z?% — 29 = |Ju(X) + F(X")dX — ¢ — QdX > (22)

Griolin teoreema lausuu, etté pisteiden Q' ja Q” vilisen etédisyyden nelio laskettuna pis-
teessd P ja integroituna p-séteisen pallon yli, saa minimiarvonsa, kun jaykan kappaleen
siirtym# on pisteen P translaatio u(X7T) ja rotaatio on deformaatiogradientin mukainen
R.

Siirtymien erotuksen nelié integroidaan p-séteisen pallon yli ottaen huomioon, etta
muodonmuutostila on homogeeninen pallon sisélla

o- /// = — oy - // u(X7) + F(XT)(X - X7) — ¢~ Q(X - X")]PdV.

(23)
Kaytetadn pallokoordinaatteja kuten aikaisemmin pienten siirtymien tapauksessa. Saa-
daan lauseke

_ 47? lu(XT) - c|2+%[F<XP> - QJ: [F(X") - Qq], (24)

D

jonka minimi ¢:n ja Q:n avulla madritetddan. Minimin mé&rittdmiseksi varioidaan D:n
u jolloin n
lauseke, jolloin saadaa

8mp3
3

8mp°
15

6D = [u(X?)—¢] dc [F(X")-Q]: Q. (25)

Oikean puolen kummankin termin tulee havitd, jotta D:lla olisi minimi. Valittomaésti
saadaan tulos
c=u(X"). (26)

Minimin maarittdminen rotaation Q suhteen on hankalampaa. Aluksi todetaan, ettd 6Q =
SWQ, jossa W on antisymmetrinen tensori ts. SW' = —dW. T&llsin voidaan kirjoittaa

[F(X")—Q]:6Q =tr(FQ'sWT) —tr(QQ"¢W™) = tr(FQToW™) = FQ" : §W. (27)

Koska dW on antisymmetrinen, FQT:n on oltava symmetrinen, jotta tdmé termi olisi
nolla. Polaarihajoitelman avulla saadaan

FQ' = QF' = RUQT = QURT,

ja edelleen
Q'TRUQ'R = U, VU symmetrinen.

Mutta téstd seuraa, ettd on oltava Q = R. Siis polaarihajoitelman mukainen rotaatio
minimoi D:n lausekkeen.

Samaan tulokseen padstédédn toisella tavalla, jonka ovat esittdneet Martins ja Podio-
Guidugli [4]. Léhdetéén liikkeelle lausekkeesta

F(X")-Q]:[F(X")-Q=F:F-2F:Q+Q:Q. (28)
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€2

61 Xl

Kuva 2. Yksinkertainen leikkaus.

Koska Q : Q = n, jossa n on yhtd kuin tarkastellun probleeman dimensio, esim. 2 tai
3, ylla olevan lausekkeen minimi saadaan maksimoimalla termi F : Q. Kehitelladn tata
termid

F:Q=t(FQ") =tr(VRQ") =V :QR" (29)
Tensori QRT = H on ortogonaalinen. Osoitetaan, etti
V:H<V:I VH ortogonaalinen eli VH € Orth™, (30)

josta sitten seuraa maksimin tapauksessa H = QR" =1 ja edelleen Q = R. Kirjoitetaan
aluksi

V:(H-I) = —%V C(H-TIH-1)T = —%(H ~-D'VH-I): L (31)

Koska V on positiivinen ts. z - V& > 0, Vz # 0, niin myds (H — I)TV(H —I) on
positiivinen. Téstéd voidaan paattad, etta edelld esitetty tulos pitee eli Q = R.

Muodonmuutos, joka vastaa minimoivaa jaykan kappaleen siirtyméé, on Biot’'n ve-
nymé U — I. Lausekkeesta (28) seuraa helposti minimin arvoksi

min

qQeoryt F-Q:F-Q=RU-I:RU-I=[U-T:[U-1. (32

Esimerkki 1. Yksinkertainen leikkaus

Kysymyksesséd on tasomuodonmuutos, jossa siirtymétilaa kuvaavat yhtalot
1= X1 +kXy, x0=X,, w3=X;.

Deformaatiogradientin komponenttimatriisi on silloin

F =

o O =
O =
_ o O

Tasomuodonmuutoksessa rotaatiovektori on @ = fes eli kohtisuorassa X;Xs-tasoa vas-
taan. Rotaatiotensorin komponenttimatriisi on

cosf) —sinf 0
Q= | sinf cosf O |, (33)
0 0 1
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jossa 6 on kiertyméakulma. D:n lauseke integroidaan p-siteisen ympyréan yli kdyttden na-
pakoordinaatteja X; = rcosp , Xy = rsin ¢. Tulokseksi saadaan

4
D =np*[(kX) —c1)? + 3] + %[2(1 —cos0)? + (k +sin0)* + sin? 4].

D:n minimoimiseksi derivoidaan ci- ja co-termien seké 6:n suhteen ja asetetaan derivaatat

nolliksi. Tulokseksi saadaan ¢; = kXY | ¢y = 0 ja tan§ = —k/2. Biot'n venymimatriisiksi
saadaan
cost — 1 —sind 0
U-T =R"F-R)=| —sinf (1+sin’f)/cosf—1 0 |. (34)
0 0 0

Esimerkki 2. Tasomuodonmuutos

Siirtymaétilaa kuvaavat yhtalot
r1 = X1 +ui (X1, Xo), x2=Xo+u(Xy,Xs), x3=Xs.

Deformaatiogradientin F' komponenttimatriisi F voidaan jakaa osiin seuraavasti

[ 1+ U711 U2 0
F=I+E+W= U211 1+U272 0
0 0 1

0 0 Uy 1 (ur2 +u21)/2 0

= 1 0 + <U2,1 + Ul’g)/2 U2 0

0 1 0 0 0

U21—U12 2

1
0
| 0
[ (Ul,z - U2,1)/2

o O O

0

Edelld on kéytetty merkintéa

TOX,

Deformaation tapahduttua pisteen QQ’ sijainnin antaa vektori
z? = XP ol + F(XP)(X - XP).
Jaykén kappaleen siirtymé antaa koordinaatit
¥ = XP 4+ e+ QX - XP).

Muodonmuutostila on homogeeninen p-séteisen ympyréan siséllé, koska u:n osittaisderivaa-
tat on méadritetty ympyran keskipisteessd P. Integroidaan erotusten ;7 — x? ja :1:2Q — x?
nelididen summa p-séteisen ympyréan yli, jolloin saadaan lauseke

D = mp*[(ua (XY, Xy) — 1) + (ua( XY, X3') = e2)’]+
1
+ %[(1 + 1y —cos ) + (urg +sin6)* + (ugy — sin8)? + (1 + ug g — cos ).
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D:n minimin méaarittdmiseksi derivoidaan c-termien ja rotaatiokulman € suhteen ja ase-
tetaan derivaatat nolliksi, jolloin saadaan tulokset

W21
1+ (Ey + Fy)/2

clzul(Xf,Xf) ,CQZUQ(XiP,XéD) , tanf = (35)

Rotaatio 6 on sama kuin Cauchyn keskiméériinen rotaatio, ks. [12]. Venytystensorin U
komponenttien lausekkeet méritettying yhtdlosta U = RTF ovat varsin monimutkaiset

1
Uy = (1 + En)(1+ (B + Ey)/2) + Waruga],  (36)
VIL+ (B + Ep) /22 + W3
1
U;p = [E12 + E11U172/2 + E22U2,1/2]a (37)
VIL+ (B + Ew) /22 + W3
1
Uy = [Egl + E11U1,2/2 + E22U2,1/2]a (38)
VI1+ (Bii + Ex) /22 + W3
1
U22 = [(1 + EQQ)(l —|— (Ell + EQQ)/Q) + W12U172]. (39)

VIL+ (B + Ep) /22 + W3

Néahd&dan kuitenkin helposti, ettd yksinkertaisen leikkauksen tapauksessa ndmé antavat
kaavoja (34) vastaavan tuloksen ja etté linearisoidut lausekkeet (toisen kertaluvun ja kor-
keammanasteiset termit jatetddn huomioonottamatta) ovat lineaarisen teorian mukaiset

Un=1+FEn, Uw==FE> Uyn==FEy, Uyp=1+ Ex».

Esimerkki 3. Sauva kolmessa dimensiossa

Sauvan pituus on L ja poikkipinta suorakaide A = bh. Alkutilassa sauvan akseli yhtyy
X;-akseliin. Sauvan keskipiste on origossa. Sauvan akselin siirtymit ovat

1 X 1 X
Uy = ua(z — —1) +wip(z + —1),

2 L 2 L

1 X 1 X
Uy = uga(= — —1) + usp(= + —1)7

2 L 2 L

1 X 1 X
uz = U3A(§ — Tl) + U3B(§ + Tl)

Termit u;p ja u;a,72 = 1,2, 3 ovat sauvan paétepisteiden siirtymét.
Deformaatiogradientin lauseke mééritetdan sauvan akselin kohdalla. Sen komponent-
timatriisi on
1+ Au; Rz Rz
F= Aty Rey Rz |,
Auz  Rsy Rss

jossa on kéaytetty lyhenteita
Aﬂz = (uiB — U,zA)/L s 7 = 1,2,3.

Deformaatiogradientin matriisissa esiintyy rotaatiomatriisin termejé, koska Xs- ja Xs-
akselien suunnissa tapahtuu vain jaykéan kappaleen siirtymié. Kaytetdan jaykan kappaleen
liikkkeen rotaatiotensorille esitysmuotoa

Q =1+ sindN + (1 — cos)N?, (40)
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Kuva 3. Sauva kolmessa dimensiossa.

jossa tensorin N = n x I matriisi on

0
N = ng

—n3 o
0 —n1
s 0

Yksikkovektori m on rotaatiovektorin suuntainen.
D:n kaavasta (23) saadaan

b s /{(P{

w(X")—¢c]-dc+dc- [F(X") - QX — X)+
— - 0Q(X - XM+ (X - X7) - [F(X")T0Q)(X — X7)} aV.

Rotaatiotensorin variaatio muodostuu kahdesta osasta

5Q =6Q, +6Qp.

Kiertymékulman muutoksesta aiheutuva osa on

0Qy =

[cos ON + sin ON?]60 = [cos f(n x I) +sinf(n @ n — I1)]56.

Yksikkovektorin n muutoksesta aiheutuu osa

0Qqp =sin 0N + (1 — cos ) (0NN + NJIN) =
=sinf(én xI) + (1 —cosf)(n ® on + on @ n).

Midritetiin seuraavaksi tensorit 0Q,Q" ja 6Q4., Q". Saadaan
6Q,Q" = N0 = (n x 1)d0,
6Qn Q" =sinfdN + (1 — cos§)(NSN — 6NN) =
=sinf(dn xI)+ (1 —cosh)(dn@n —n Q@ on).

0Q:lle saadaan nyt lauseke

Q=
={(n x1)00 + sinf(dn x I) +

(0QQ" +dQnQ")Q =
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Sijoitetaan 6Q yhtdloon (41) ja suoritetaan integrointi. Translaatiotermeistd saadaan
3
—2AL Z[(um +u;p)/2 —¢;)dc; = 0, josta seuraa ¢; = (uja +u;ig)/2, i=1,2,3. (48)
1

Madritetddn sitten 06:aa vastaava yhtilo

L2
— 2AL59{E[H1(F21Q31 — F31Q21) + n2(F51Q11 — F11Q31) + n3(F11Qo1 — Fo1Q11)]+
b2
+ E[nl(R22Q32 — R39Q22) 4+ na(R352Q12 — R12Q32) + ng(R12Q22 — RaaQ12)]|+ (49)
h2
+ E[M(R%Q:&s — R33Q23) + n2(R33Q13 — R13Q33) + na(R13Q23 — Ros3)]} = 0.

Jotta ylla oleva lauseke olisi nolla, seuraavien yhtaloiden on toteuduttava

Fo1Qs1 — F51Q21 =0,  F3Q11 — F11Q31 =0, F11Q21 — Fu1 Q11 =0,
R9oQso — R39Q22 = 0, R32Q12 — R12Q32 =0, R12Q22 — R92Q12 =0, (50)
Ro3Qs3 — R33Qa3 =0, Rs3Q13 — Ri13Q33 =0, Ri3Q23 — Ra3Q13 = 0.

om:a4 vastaava osa on varsin pitkd. Deformaatiogradientin komponentit sisdltévd mer-
kittava osa on

o {sin 0(F31Q — F21Q31) — (1 — cosO)na(FnQu — F11Q2)
+ (1 — cos O)n3(F11Q31 — F31Q11)} = 0,

onafsin O(F11Qs1 — F51Q11) — (1 — cosO)ns(F1 Qa1 — F Q)
+ (1 = cos O)ny (Fr1Qu1 — F11Qa1)} = 0,

ons{sin 0(F Qu — F11Q21) — (1 — cosO)ni (F11Qs1 — F31Q11)
+ (1 — cosO)na(F51Qa — Fo1Q31)} = 0.

Kayttamélla Q:n kaavaa (40) néistd saadaan yhtalot

(14 Atp)(1 — cos 0)*ny(n3 4+ n3) + (neAdiy + n3Adis)[sin® § — cos 0(1 — cos )
— (1 — cos 0)*n]] + (n3Adiy — naAiiz) sin (1 — cosf)n; = 0,
— (1 + Atig)ng[sin® 0 + (1 — cos 0)*n3] — (ngAtiy + nsg/Aiiz) sin (1 — cos 0)ns
+ Adip(1 — cos 0)ny[(1 — cos0)(n? + nj) + cos 0] — Adizsin O[cos 6 + (1 — cos 0)n?]
— Afbg(l — COS 9)711712713 = 0,
— (1 + Afiy)ng[sin® 0 + (1 — cos 0)*n}] + (ngAdip + nzAiiz) sin 0(1 — cos 0)ny
+ Adig[sin 6(1 — cos @)n? + sin cos @ — (1 — cos 0)*ninans)
+ Aiig(1 — cos)ny[cos 6 + (1 — cos ) (n? + n3)] = 0.

Y14 olevat yhtélot ovat varsin hankalia ja m:n ja #:n ratkaisu on vaikeaa. Tarkastelemalla
sauvan alku- ja lopputiloja voidaan kuitenkin johtaa erés ratkaisu, joka toteuttaa kaikki
yhtilot,

ny=0,ny=—-Auz/N ,n3g=Aty/N , cosf = (1 + Auy)(L/l) ja sinf = NL/I,
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U20

Kuva 4. Sauvan taivutus.

joissa N = /(Atg)? + (Atz)? jal = L\/(1 4+ Aty)? + (Atg)? + (Ausz)?. Vastaava rotaa-
tiomatriisi on

cos 6 —sin fns sin Ong
Q=R=| sinfng cosf+ (1—cosf)n3 (1 — cosO)nans
— sin Ony (1 — cosO)ngny cosf + (1 — cosO)n3

( Muitakin ratkaisuja on riippuen siitd, miten X,- ja X3-akselit kiertyvit). Venymitensorin
U komponentit médritetdsn taas yhtdlosta U = RTF, jolloin saadaan

Uy = cosO(1 + Aty) + sin Onz Aty — sin ny Aty

= (L/D[(1 + Aw)? + (At2)? + (Aag)’] =1/ L,
Us = —sinfns(1 4 Ady) + [cos 0 + (1 — cos 0)n3] Adiy + (1 — cos §)nsng Adis = 0,
Usy = sinOny(1 4+ Adiy) + (1 — cos 0)ngnsAiig + [cos 6 + (1 — cos 0)n3] Adiz = 0,
Up=Ui3=Us3=Us =0, U =Us=1.

Venymé Uy; — 1 = (I — L)/L on taas ns. insinorivenymaé.

Esimerkki 4. Palkin taivutus (Euler-Bernoulli)

Tarkastellaan suoran ohuen palkin taivutusta (Kuva 4). Palkin poikkipinta olkoon suora-
kaide bh. Valitaan suorakulmainen koordinaatisto siten, ettd Xi-akseli yhtyy palkin ak-
seliin. Tarkastellaan taivutusta X; Xs-tasossa. Tehdéddn tavanomaiset otaksumat: palkin
akselia vastaan kohtisuorat poikkipintatasot pysyvat kohtisuorassa taipuneen palkin ak-
selia vastaan (Euler-Bernoulli), palkin akseli ei veny, poikittaiset venymét voidaan jattda
huomiotta.

Siirtymilla on t&lloin lausekkeet

up = u1p(Xy) —sin(X1)Xo,  ug = ugo(Xy) + [cos p(Xy) — 1] Xa,  ug = 0. (51)
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u1g ja ugo ovat palkin akselin siirtymét. Kulma ¢ on akselin ja samalla poikkipintatason
kiertyméakulma. Deformaatiogradientin F ja rotaatiotensorin Q matriisit ovat

1+ w1 —cospp 1 Xy —sing 0 cosf) —sinf O
F = Ugp,1 — sin g 1.Xo cosp 0|, Q = |sinf cosf O0f. (52)
0 0 1 0 0 1

Kaavan (23) mukaisesta lausekkeesta seuraa
6D = —2 ///[u(XP) +F XX -X")—c—Q(X - XP)]-[bc+0Q(X — XT)]aV,

joka integroidaan p-pituisen palkin alkion yli. Saadaan

3
0D = —2{pbh(uP—c)-(5c+p3ﬂ[— sin O(1+uy0,1) +cos Qugg 1 +sin(e —0)(1— ¢ 1 X366}

Jotta tdma olisi nolla, taytyy olla

1 = U10(Xf), C2 = U20(X1P), cs =0,
0= —sinf(1 + uig) + cos Bugg + sin(p — 0)(1 — 01 X3). (53)

Koska palkin kiertynyt poikkipinta on kohtisuorassa palkin akselia vastaan, niin

U20,1
tan p = 5wy (54)
Palkin akselin venyméattomyydesté seuraa
(1+ u10,1)2 + u%m = 1.
Silloin
sinp = ugp1, cosep =1+uq,
ja jalkimmaisesta yhtélosta (53) seuraa
0 =sin(p —0)(2 — v X7), joten 8 = .

Kiertymén derivaatta ¢ ; saadaan derivoimalla tan ¢:n lauseke

@1 = cos’ <,0u20’11(1 T o) ~ Uzoatio) = ug0,11(1 + U10,1) — U20,1U10,11- (55)

(14 uipq)?

Biot'n venytystensori saadaan yhtilostd U = RTF. Sen komponenttimatriisi on

1—p XFP 00
U = 0 10
0 0 1
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Esimerkki 5. Palkin taivutus (Timoshenko)

Tarkastellaan suoran palkin taivutusta. Palkin poikkipinta on suorakaide A = bh ja X-
akseli yhtyy palkin akseliin. Tarkastellaan taivutusta X; X,-tasossa. Tehdédén seuraavat
otaksumat: palkin akselia vastaan kohtisuorat poikkipintatasot pysyvét tasoina, mutta
eivit vélttdméattd kohtisuorassa taipuneen palkin akselia vastaan (Timoshenko), poikit-
taiset venymét voidaan jattda huomiotta.

Siirtymilla on télloin lausekkeet

Uy = U10<X1) — sin (p(X]_)XQ, Ug = 'LL20(X1) =+ [COS QO(Xl) — 1]X2, Uz = 0.

U1p ja ugy ovat palkin akselin siirtymét. Kulma ¢ on poikkipintatason kiertymékulma.
Deformaatiogradientin F ja rotaatiotensorin Q matriisit ovat yhtélsiden (52) mukaiset.
Kaavan (23) mukaisesta lausekkeesta seuraa

6D = -2 ///[u(XP) +F(X) X - XP)—e—Q(X — X)) [6c+0Q(X — XT))aV,
joka integroidaan p-pituisen palkin alkion yli

3
0D = —2{pbh(uP—c)-5c—|—2p oh

[— sin @(1+wu10,1) +cos Ougg 1 +sin(p—0)(1—p 1 X5 )]00}.
Jotta tdma olisi nolla, taytyy olla
clzuf, 02:u§, c3 =0,
0= —sin@(1 + uigy) + cosBusy 1 + (sin @ cosf — cos psin ) (1 — p 1 X7).
Nihdiin, etti

Ugo,1 + sinp(1 — g071Xf)
1+ w1 +cosp(l — @ XTI

toteuttaa yllé olevan yhtélon. Samoin huomataan, ettd Fy; = uy0; — cos @gp,lX?P , By =
cos — 1, Woy = [ug 1 + sinp(1 — ¢ 1X25)]/2, joten

W1
14+ (B + Ey)/2
tasomuodonmuutostilan keskiméaériisen kiertymén (35) mukaisesti. Edelleen voidaan to-

deta, ettd jos ¢ on sama kuin palkin akselin kiertymé, ts. Eulerin-Bernoullin hypoteesi
pétee, niin § = ¢. Biot'n venytystensorin komponentit ovat monimutkaiset

tanf =

tanf =

Un={(1+ u10,1)2 + u%m + [(1 4 u10,1) cos @ + g1 sin ] (1 — 2¢71X§)
— 1 X5 (1—1X3)}/N,

Upg = Usy = [—(1 4+ ui91) sin ¢ + ugg 1 cos | /N,

Usz = [(1 + 10,1) €08 o + ugo 1 sinp + 1 — ¢ 1 X5 /N.

N tarkoittaa lauseketta

N = \/[1 + a0, + cos (1 = 91 X377 + [uzos +sing(l — 0, X5)]2.
Linearisoimalla edelld olevat U, komponentit saadaan
Un=1+ U10,1 — S0,1X§7 Ui = Uy = (U20,1 - 90)/27 Uz =1,

jotka ovat lineaarisen teorian mukaiset.
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Yhteenveto

Artikkelissa on tarkasteltu G.Griolin teoreemaa, jonka mukaan deformaatiogradientin mu-
kainen rotaatiotensori minimoi tapahtuvan muodonmuutoksen. Témé& muodonmuutos on
Biot'n venytystensorin mukainen. Teoreemaa on demonstroitu muutamien esimerkkien
avulla: yksinkertainen leikkaus, tasomuodonmuutostila, Eulerin-Bernoullin ja Timoshen-
kon palkkiteoria sekéd sauvaelementti kolmessa dimensiossa. Teoreeman voi ehké tulkita
aineen taloudellisena kayttdytymisena: ensin ’l0ysét pois’ koska jaykéan kappaleen siirtyma
el synnytd mitddn jannityksid ja vasta sitten aine alkaa vastustaa muodonmuutosta.
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