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Tiivistelmd. Artikkelissa tarkastellaan evoluutioyhtidlopohjaisen jannitysvisymismallin sto-
kastista laajennusta. Esitetty malli on muodostettu yleisten kontinuumimekaniikan periaattei-
den mukaisesti ja on siten luonnostaan moniakselinen ja késittelee kaikki jadnnityskomponentit
ekvivalentilla tavalla. Malli soveltuu my6s mielivaltaiselle kuormitushistorialle. Esimerkkiné tar-
kastellaan yksinkertaista valkoisella kohinalla hé&irityn sddnnéllisen kuormituksen aiheuttaman
elinikdennusteen jakaumaa.
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Johdanto

Viasymislaskenta on seki tietokoneiden laskentatehon kasvun ettd modernien materiaa-
litestausmenetelmien ansiosta kehittynyt nopeasti viimeisten vuosikymmenien aikana.
Luonnollisesti pyrkimys kestdvampiin ja optimaalisempiin rakenteisiin on haastanut tut-
kijoita myo0s tarkastelemaan uusia teoreettisia malleja.

Operatiivisessa laskennassa edelleen laajassa kdytossd olevien Findleyn ja Dang Va-
nin vésymiskriteerien (katso [13]) tehokkaan kdyton takana on juuri tietokonelasken-
nan hyodyntdminen. Vaikka kriteerien pohjalta pystytaankin tyydyttéavaan vasymisilmion
késittelyyn, on niilld tiettyjd perustavaa laatua olevia rajoituksia, joihin tutkijat ovat et-
sineet viime aikoina ratkaisua. Eréds tdllainen on syklin méé&rittelemisen tarve kriteereité
sovellettaessa. Luonnollisesti tdmé vaatimus sopii huonosti tilanteeseen, missé jéannitys-
vaihtelut eivit muodosta sdannollistd syklid, esimerkkind mainittakoon aaltokuormien
aiheuttamat rasitukset.

Viime aikoina kasvavan mielenkiinnon ja tutkimuksen kohteena on ollut Lundin yli-
opiston tutkijoiden esittdma jannitysvésymisen kontinuumimalli [11], katso myds [1, 2].
Malli perustuu kestdvyyspinnan ja sen liikkumista kuvaavien evoluutioyhtaloiden hyo-
dyntamiseen jolloin védsyminen ymmérretddn prosessina eikéd tiettyjen jannityssyklien
muodostamana kriittisené tilana. Evoluutioyhtaloperustainen ldhestymistapa mahdollis-
taa mallin luontevan laajentamisen ottamaan huomioon mm. materiaalin anisotropian ja
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jannitysgradienttien vaikutukset (katso [6, 10]) sekd materiaali- ja jannitysmittauksissa
olevat epavarmuudet (katso [4, 15, 16]).

Téssa kirjoitelmassa tarkastellaan evoluutioyhtalopohjaista jannitysvisymismallia ti-
lanteessa, jossa jannitys on stokastinen prosessi. Palataan stokastisten prosessien tematiik-
kaan tuonnempana, mutta mainittakoon téssé, ettd kyseiset tilanteet ovat hyvin yleisia
kaytadnnon sovelluksissa. Teorian ndkokulmasta klassisen analyysin sijaan kdytdmme kal-
kyylissé stokastista analyysié ja kaikille teorian suureille tulee luonnollinen tilastollinen
tulkinta. Stokastinen ajattelu tdydentédékin néin artikkelissa [11] esitetyn deterministi-
sen mallin, silld vasymistarkasteluissa on luonnollista, ettéd kaikki lopputuloksiksi saadut
suureet ovat satunnaismuuttujia.

Jannitysvdsymisen kontinuumimalli

Luodaan téssé luvussa lyhyt johdanto artikkelissa [11] esitettyyn malliin. Lahtokohtana
on ns. visymis- tai kestdvyyspinnan mééritteleminen jannitysavaruuteen. Visymispinta
isotrooppisessa tapauksessa on muotoa

1
B:—(6+A11—a_1):0, (1)
01
missé [; on jannitystensorin o ensimméinen invariantti, eli /; = tr(eo). Tehollinen jannitys
0 médritellddn puolestaan redusoidun deviatorisen jannityksen s — a toisen invariantin
avulla muodossa

o =1/3J(s —a) =/3tr(s — )2

Deviatorinen jénnitystensorion s = o — % tr(o)I, jossa I on yksikkotensori. Deviatorinen

tensori a kuvaa viasymispinnan keskiotd jannitysavaruudessa.

Artikkelissa [11, Luku 4] on osoitettu, ettéd kirjoitettaessa yhtélo (1) yksiulotteisen
syklisen kuormituksen tapauksessa, jossa jannitys vaihtelee amplitudin o, verran kes-
kijannityksen o, ympérilld (o, — 0, < 0 < oy, + 0,), redusoituu pinta (1) muotoon

Oa+ Ao —o_1 =0, (2)

joka on Haighin diagrammin lineaarinen osuus. Néin ollen o_; on vaihtokuormituksen
véasymisraja (o, = 0). Reduktio muotoon (2) on seuraus siitd, ettd visymispinnan janni-
tyksisté riippuva osuus on astetta yksi oleva homogeeninen funktio.

Edella esitetty muoto viasymispinnalle (1) on yksinkertaisimpia mahdollisia. On luon-
nollisesti mahdollista kéiyttdd monimutkaisempia muotoja, mutta télléin pinnan para-
metrien méadrittamisestd tulee luonnollisesti hankalampaa. Esimerkiksi Brighenti et al.
kéyttavit artikkelissaan [1, 2] vAsymispintaa, joka ei ole jannitysten suhteen astetta yksi.
Téami hankaloittaa mallin parametrien mééritysté ja lihteessd [1] parametrien estimoin-
tiin kdytetddnkin geneettista algoritmia.

Viésymispinnassa (1) esiintyvé tensori e on pinnan keskipiste, jonka kautta pinnan ase-
ma médraytyy jannitysavaruudessa. Kontinuumimallin idea on, ettd vasymispinta liikkuu
jannitysavaruudessa ja mukautuu néin vallitsevaan kuormitustilanteeseen. Pinnan liiketté
hallitsee evoluutioyht&lo

0, muulloin.

. {C<s — ), km B3>0,
o =
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Evoluutioyhtdlon muodosta ndhdéén, ettd tensorin a evoluutio tapahtuu, kun jannitys
o liikkuu visymispinnan ulkopuolella pinnasta poispéin. Evoluutioyhtalossé esiintyva di-
mensiottoman materiaaliparametrin C' > 0 estimointiin palataan mydhemmin.
Kontinuumimallin ideana on mitata jannitysviasymistd aiheuttavaa mikrovaurioitu-
mista prosessina. Keskeisend postulaattina on, ettd vaurioituminen tapahtuu samanai-
kaisesti tensorin a evoluution kanssa. Vauriosaénto esitetdén tavanomaisesti differentiaa-
liyhtilond D = g(D, ), joka maarai kasvavan funktion D ja joka normeerataan sellaisek-
si, ettd ajanhetki T, jolle D(Ty) = 1, merkitsee elinikéé. Yleisesti kdytossd oleva muoto
vaurioyhtélolle on
D: (1_D)k eXp(Lﬁ)B kun 57/6207

0, muulloin,

missi K > 0, L > 0 ja k > 0 ovat materiaaliparametreja. Artikkelissa [11] esitetty
muotoilu vaurioehdolle vastaa tapausta k& = 0. Artikkelissa [6] puolestaan tarkastellaan
tilannetta k = 1.

Dimensiottomien materiaaliparametrien C' > 0, K > 0, L > 0 ja k > 0 estimoin-
tia késitelladan lahteissd [6, 10, 11]. Ideana on mééritelld yksiulotteisen vaihtokuorman
tapauksessa kestoluku N = N(C, K, L, k), jonka erotukselle mittausarvoista etsitain pie-
nimmén neliGsumman ratkaisu. Siind missd parametrit o_; ja A tuovat malliin infor-
maation ddrettomaéasta elinifistd, tuovat parametrit C'; K, L ja k informaation &darellisesta
eliniésta.

Jannitysprosessi

Edellisessé luvussa jannityksen o ajateltiin olevan jokin mitattu deterministinen jénnitys-
historia. Kuitenkin, jos kyseinen jénnitysmittaus pyrittéisiin uusimaan vaikka miten tar-
kasti, ei lopputulokseksi saataisi tdsmélleen samaa jannityshistoriaa. Toistamalla koe uu-
delleen ja uudelleen, saataisiin edelleen kokoelma hieman toisistaan poikkeavia jéannitys-
historioita ja luonnollinen kysymys olisi, mille mitatuista jannityshistorioista jannitysana-
lyysi tulisi sitten perustaa?

Ratkaisun ongelmaa tarjoaa stokastinen analyysi. Ajatellaan kaikkien edellamainittujen
jannityshistorioiden olevan yhden stokastisen jannitysprosessin o (t) realisaatioita. Lukija
vol syventia tietdmystadn stokastisista prosesseista esimerkiksi kirjoista [5, 14]. Kerrataan
kuitenkin seuraavaksi perusidea.

Olkoon (2,I',IP) todenndkoisyysavaruus ja T' jokin aikaintervalli, esimerkiksi 7' =
[0, 00). Stokastinen prosessi on sellainen kuvaus

X:OQOxT — R,
ettéd jokaisella kiintedlla ¢ € T' funktio
X(,t) = X . QO—R

on satunnaismuuttuja. Siten stokastinen prosessi voidaan ymmértéa ajan ¢ € T" indeksoi-
mana satunnaismuuttujaperheené {x; };cr. Jos puolestaan kiinnitetdin w € 2 ja annetaan
t:n vaihdella, niin funktio X (w,-) : T — R on stokastisen prosessin otospolku tai realisaa-
tio. Jénnitysprosessi on télloin matriisiarvoinen stokastinen prosessi o (t) = [0;;(t)], missé
0;j(t) ovat yllé olevia reaaliarvoisia stokastisia prosesseja.
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Kaytdnnossa todennékoisyysavaruuden eksplisiittinen esitys on ldhes aina tarpeetonta,
silla stokastiikan hallitsemiseksi riittda tuntea prosessin darellisulotteiset jakaumat ts. jos
ty < ty--- < t,, ovat mielivaltaisia ajanhetkié, niin riittd4 tuntea satunnaismuuttujien
Xty Xty, - - - X, Yhteisjakauma joko kertyméfunktion tai tiheysfunktion avulla lausuttuna
tal muuten annettuna.

Ka#ntéden on voimassa Kolmogorovin syvéllinen tulos: jos tunnetaan dérellisulotteisten
jakaumien perhe, niin tietyilld sddnnollisyysehdoilla ne masraavit yksikésitteisesti stokas-
tisen prosessin. Tuloksen todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta [3].

Miten sitten jannitysprosessi o (t) on yhteydessd mitattuun jannityshistoriaan o (t)?
Kuten edelld oli puhetta, niin jokainen jannityshistoria o (t), ¢ € T, on mallina olevan
stokastisen prosessin o (t), t € T realisaatio.

Jos prosessin o (t) méadrittelyssid on tuntemattomia parametreja, niin perusidea on es-
timoida ne siten, ettd mitattu jénnityshistoria o(¢;),j = 1,---,n, ja vastaavat mallin
antamat arvot o(t;),j = 1,---,n, sopivat mahdollisimman hyvin yhteen. Yleisimmit
estimointimenetelmét ovat pienimmén nelicsumman menetelmé sekd suurimman uskot-
tavuuden menetelma.

Tulosten kasittely

Olettamalla jannitys o (t) stokastiseksi prosessiksi evoluutioyhtélosté tulee stokastinen dif-
ferentiaaliyhtélo eli myos a(t), B(t) ja D(t) ovat stokastisia prosesseja. Samoin dérellisen
elinidn tapauksessa ehdon

D(Ty) =1

antama elinikd T’ on satunnaismuuttuja. Elinién stokastiikkaa on tutkittu laajasti, katso
esimerkiksi kirja [7]. Suosituimpia eliniéin jakaumia ovat Weibullin jakauma ja lognormaali
jakauma.

Askettéin Paolino et al. hyodynsivit lognormaalista jakaumaa. Esimerkkié seuraten
lisidmme evoluutiomalliin oletuksen, etta elinikd noudattaa lognormaalista jakaumaa pa-
rametrein (p, v?), jota merkitsemme Ty ~ logN(u, v?). Téalléin In(T}) ~ N(u, v?).

Aluksi generoimme N kappaletta jannitysprosessin realisaatiota {o;(t), t € T,j =
1,---, N}, laskemme vastaavat eliniét ja niiden logaritmit In(7 }1)), In(T }2)), . ,ln(T]SN)).
Koska In(T}) ~ N(u,v?), niin elinidn jakauman parametrien estimaattorit saadaan nor-
maaliin tapaan datapisteiden ln(T}i)),i = 1,---, N, keskiarvona ja hajontana. Tamén
jilkeen elinikédan liittyviad todennékoisyyksid voidaan laskea estimoidun lognormaalisen
jakauman avulla.

Esimerkki

Tarkastellaan jannitysprosessia
o(t) = oasin(2wt/t,) + om + TW (1),

toisin sanoen tavallista vaihtokuormitusta on héiritty pelkélla kohinalla (katso kuva 1),
missd W(t) ~ N(0, 1) kaikilla ¢ sekd W (t) ja W(s) ovat riippumattomia kaikilla ¢ # s.
Huomautetaan, etté téssé tapauksessa eliniké vastaa vaihtosyklien lukuméaéraéa. Parametri
7 on kohinan intensiteetti ja se voidaan estimoida sinimuotoisesta mittausdatasta o(t)
seuraavasti. Lasketaan ensin puhdas kohina H (t)

H(t) = o(t) — ousin(27t/t,) — Om.
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Kuva 1. Néyte tarkasteltavasta jannityshistoriasta.

Té&llsin odotusarvo E(H (t)) = 0,
H(t) =W (t) ~ 7N(0,1) = N(0, %),

ja intensiteetin estimaattori 7 on kohinaestimaattien H(t;) = & (t;) — 04 $in(2mt) — o, i =
1,---,n, hajonta.

Oletetaan materiaaliparametreiksi arvot [11] 0_; = 490 MPa, A = 0.025,C = 1.25 K =
2.65 - 107°, L = 14.4, jotka kuvaavat AISI-SAE 4340 teristi, sekéi kuormituksen kes-
kijannitykselle, amplitudille ja fluktuaatiolle arvot o, = 0.80_1, 0, =0_1jaT=0.10_1.
Lasketaan 50 realisaatiota jénnitysprosessille, jolloin saadaan approksimaatio elinidn lo-
garitmin In(7) tiheysfunktiolle, kuva 2. Stokastisten differentiaaliyhtéléiden numeerista
ratkaisemista on tutkittu laajasti kirjallisuudessa, katso esimerkiksi [8]. Lisdksi on tun-
nettua, ettd ongelman stokastinen kompleksisuus riippuu oleellisesti systeemin stokasti-
sesta komponentista ([9]). Kaytdnnossa laskenta vaatii determinististd tapausta enemmén
laskenta-aikaa ja tdmé& huomioon ottaminen algoritmitasolla on mielenkiintoinen tutki-
musongelma.

Estimoimalla normaalijakauman parametrit, saadaan In(7}) ~ N(10.7337,6.239 - 1077).

Y114 olevan tiedon pohjalta voidaan vastata suunnittelijoita kiinnostaviin kysymyksiin.
Esimerkiksi, mikéa on se eliniké, joka tullaan saavuttamaan 95%:n todenndkoisyydella?
Tehtavéna on siis maarittaa elinika Tysy, jolle

P(T} > Tosy) = 0.95.
Tamé voidaan maarittdd ekvivalentisti ehdosta
P(Ty < Tosy) = 1= P(Ty > Tosy) = 0.05.
Olkoon nyt ® normaalijakauman N(0, 1) kertyméfuktio. Télloin
In(To59%) — ,u) _ q)(ln(ng,%) - M)

0.05 = P(T; < Tose) = P(In(T}) < In(Tosez)) = ]P(Z <
174 14
ja siten
11’1(T95%) — U
14

= ®71(0.05) = —1.6449,

josta edelleen seuraa, etté
Tos, = 4.5817 - 10*.
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10.732 10.733 10.734 10.735 10.736
log(T,)

Kuva 2. Histogrammiapproksimaatio elinién logaritmin tiheysfunktiolle.

Yhteenveto

Jannitysvésymisen kontinuumimalli on vuonna 2008 julkaistu (katso [11]) differentiaa-
liyhtéloihin perustuva tapa mallintaa korkeasyklistd vdsymisilmictd. Menetelmén ideana
on madritelld jannitysavaruudessa visymispinta, jonka liikettd hallitsee evoluutioyhtalo.
Pinta liikkuu ainoastaan silloin, kun jénnitys liikkuu pinnan ulkopuolella pinnasta pois
péin. Téasmailleen tilloin oletetaan myds vaurion lisddntyvén. Vaurion kehittyminen mal-
linnetaan vaurioehdolla, joka on kasvava reaalifunktio saaden arvoja vililld [0, 1]. Ajanhet-
ki, jolloin vaurioehto saavuttaa arvon yksi, sanotaan olevan rakenteen elinikd. Kontinuu-
mimallin keskeisinéd etuina on luonnollinen moniulotteisen jannitystilan kdytto laskuissa
seké vaurion kasaantumisen ajattelu prosessina, jolloin vaatimusta syklin méaarittelysta
ei ole. Menetelmé luonnollisesti soveltuu myos tilanteisiin, joissa jannityssykli on mééri-
tettavissa.

Kontinuumimalli on parhaillaan aktiivisen tutkimuksen alaisena ja tésséd artikkelissa
tarkasteltiin sen tdydennystd mallintamalla jadnnitys stokastisena prosessina. Lahtokohtai-
sesti koko visymisanalyysi tulisi esittdd stokastiikan ndkokulmasta, milloin pystytéadn ot-
tamaan suureiden epdvarmuudet paremmin huomioon ja laskuista saaduilla tuloksilla on
luonnollinen tilastollinen luonne. Kaytdnnon ongelmissa mittausdatan rajallisuus pakot-
taa suunnittelija perustamaan arvionsa juuri tdhéan tiettyyn informaatiomééraan. Stokas-
tisessa ndkokulmassa mittausdatasta estimoidulla informaatiolla, pystytddn simuloimaan
rajattomasti uusia (yhda todennékéisid) tapahtumakulkuja, joille suunnittelu voidaan
perustaa. Niin voidaan sédédstdd mittausajassa ja pyrkid kdyttdméadn mittausten lisdksi
niiden ”piilotettua informaatiota” paremmin hyodyksi.
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