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Venymamitat kontinuumimekaniikassa Fingerin ja Piolan
mukaan

Martti Mikkola

Tiivistelmd. Suhteellinen muodonmuutos kontinuumimekaniikassa voidaan méirittad useal-
la tavalla. Tavallisimmin kdytetyt venymémitat johtavat kovariantteihin tensoreihin (Green-
Lagrange, Almansi-Euler). Finger ja Piola ovat esittdneet venymémitat, joiden tensorit ovat
kontravariantteja. Artikkelissa tarkastellaan nédiden venymémittojen johtamista ja ominaisuuk-
sia sekd niihin liittyvid jinnityksid. Sovelluksina tarkastellaan vedettyd sauvaa ja yksinkertaista
leikkausta.
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Johdanto

Téssé esityksessd vektoreita merkitdédn vinoilla lihavoiduilla kirjaimilla ja niiden dyadi-
tuloa * ® y. Toisen kertaluvun tensoreita merkitddn pystyilld lihavoiduilla kirjaimilla
T =TMg,® g, =Tug"® g'. Vektorit ja tensorit ovat koordinaatistosta riippumattomia,
mutta ne voidaan esittdd joko kovariantin tai kontravariantin kantajérjestelmén avulla.
Kovariantti kantajirjestelmi on { g, } ja kontravariantti vastaavasti { g* }. Niilld on omi-
naisuus g, - g' = . On tapana nimittii komponenttimuodossa Ty, esitettyi tensoria
kovariantiksi, ts. tensori on esitetty kontravariantin kannan avulla, ja komponenttimuo-
dossa T* esitetty# kontravariantiksi, jolloin se siis on esitetty kovariantin kannan avulla.
Kun halutaan korostaa kumpaa esitysmuotoa kéaytetédéan, kovariantille tensorille kdytetadn
merkinté#i T? ja kontravariantille merkintéi T?. Voidaan kéyttid myos sekamuotoista esi-
tystd T = Thg, ® g' = T,!g* ® g,. Suorakulmaisessa yksikkokantajirjestelmiissi { ey }
kovariantit ja kontravariantit kantavektorit tietenkin yhtyvéat. Esitystapa noudattaa mel-
ko tarkasti G.A. Holzapfelin kirjaa [8] ja osittain myos Bagarin ja Weichertin teosta [1].
Myos A.Cemal Eringenin [2] kinematiikan esitystd on hyddynnetty.

Tarkastellaan kontinuumikappaletta, joka sijaitsee kolmiulotteisessa euklidisessa ava-
ruudessa (kuva 1). Peruskoordinaatisto on kiinted suorakulmainen koordinaatisto, jonka
koordinaattiakselien suuntaiset yksikkokantavektorit ovat { ey }. Ainepisteen paikkavek-
tori tissd koordinaatistossa on alkutilassa P = Z¥ ey ja deformoituneessa lopputilas-
sa p = 2"e;. Paikkavektorit referoidaan samaan karteesiseen koordinaatistoon, mutta
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Kuva 1. Deformoituva kappale koordinaatistoineen alkutilassa Cy ja lopputilassa Cy.

selvyyden vuoksi alkutilaan viitataan isoilla kirjaimilla ja deformoituneeseen tilaan pie-
nilli. Kéytetiiin myos kiiyriviivaista koordinaatistoa X%, (K = 1,2, 3) siten, etti ZX =
ZE (X1 X% X3). Deformoituneessa tilassa voi olla toinen kiyriviivainen koordinaatisto
2k (k = 1,2,3) siten, ettd 2% = 2F(2! 2%, 23). Deformaation tapahtuessa kiiyriviivaisen
koordinaatiston koordinaattiviivat, jotka késittdvat samat ainepisteet, myos deformoi-
tuvat, niin ettd deformoituneessa tilassa niita esittavit konvektiiviset koordinaattiviivat
oF = 2F(X1, X2 X3). Ainepisteisiin kiinnittyvit koordinaatit X% ja ZX ovat materiaali-
koordinaatteja ja paikkakoordinaatit z* ja z* spatiaalikoordinaatteja.
Alkutilassa kayriviivaisen koordinaatiston koordinaattiviivojen tangenttivektorit

ozM
muodostavat kovariantin kantajirjestelméan { G }. Niitd vastaava kontravariantti kanta
on XK
X
GF = ——e. 2
ozM 2)

Namé kantavektorit ovat toistensa suhteen resiprookkiset (duaaliset), mitd kuvaa yhtélo
Gy - GM =¥, (3)

Deformoituneessa tilassa vastaavat kantavektorit ovat

0z™
gi = %em) (4)

jotka muodostavat kovariantin kantajirjestelmén { g, }, ja vastaavasti

k
p  Ox o (5)

g = azm Y
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jotka muodostavat kontravariantin kantajirjestelmin { g* }. Konvektiivisten koordinaat-
tiviivojen tangenttivektorit ovat

ox™
= — 6
jotka ovat kovariantteja. Vastaava kontravariantti kanta on
oXE
K m
p— . 7
g 5o 9 (7)

Niiden vektorien indekseiné kiytetdén isoja kirjaimia osoittamassa, ettd ne liittyvat ma-
teriaalikoordinaatteihin. Niilld on myd6s resiprookkisuusominaisuus

QK'QM:5%- (8)

Deformoituvan kappaleen paikallinen venymétila méaritetddn tavallisesti deformaa-
tiogradientin F avulla. Deformaatiogradientti siséltda informaation paitsi viiva-alkioiden
venymistéd ja niiden viélisten kulmien muutoksista myos paikallisesta jaykén kappaleen
kiertyméstd. Venymiéd voidaan mitata eri tavoilla: yleensd tarkastellaan viiva-alkioiden
neliiden muuttumista, jolloin padadytddn Greenin-Lagrangen, Almansin-Eulerin, Piolan
ja Fingerin venyméamittoihin [1, 2, 3, 8, 12]. Muita venyméamittoja ovat esim. logaritminen
venymaé [6] ja ns. yleistetyt venymit [7, 14]. Vield yleisempéadn venymitilan méaarittelyyn
tullaan ottamalla huomioon siirtymien korkeammat derivaatat, esim. venymén 1. tai 2.
gradientti [10]. Téssé artikkelissa tarkastellaan vain Fingerin ja Piolan venymémittoja,
jotka harvoin esitetddn kontinuumimekaniikan oppikirjoissa.

Deformaatiogradientti ja sen kdanteistensori

Alkutilan viiva-alkion dP = d X pituuden neli6é on
dX -dX = dX* G - GrdX' = dX*GgrdX*E. (9)

Tensori G = Gxr GX @ G on alkutilan metrinen tensori. Deformaatiossa viiva-alkio d X
kuvautuu viiva-alkioksi dp = de = FdX deformaatiogradientin F avulla, ks. kuva 1,

Oxk

F=oxm9x®

GY = Fi9,® GY = g, © G, (10)
Deformoituneen viiva-alkion pituuden nelié on
ds* = dz - dz = dzFgyda’ = dX - F'FdX = dX - CdX. (11)

Muodonmuutostensori C on Cauchyn-Greenin oikeanpuoleinen muodonmuutostensori

Oxk ox!
oxXM I HXN

C=F"F= GM o GY =Ft g FGM 2 GN = CynGM @ GV, (12)
Tensori g = g g* ® g' on deformoituneen tilan metrinen tensori.

Vastaavalla tavalla deformoituneen tilan koordinaattiviivat z* esittivit niitd materi-
aalipartikkeleita, jotka ovat periisin alkutilan pisteistd X% (2!, 2% 23). (Tdm4 kiidinteinen
yhtélo voidaan muodostaa, silla det(F) > 0). Ne muodostavat alkutilassa kayraviivaiset
koordinaatit, joiden tangenttivektorit ovat

_oxM

Gi= "5 G (13)
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Vastaava kontravariantti kanta on

oxk

k __
G XK

G*. (14)

Néiden vektorien indekseinéd kiytetddn pieniéd kirjaimia osoittamassa, ettd ne liittyvét
spatiaalikoordinaatteihin. Ne toteuttavat tietenkin yhtalot

G- G™ =" (15)

Deformoituneen tilan viiva-alkio de on lihtoisin alkutilan viiva-alkiosta dX = F~'dx
deformaatiogradientin kisnteistensorin F~' avulla (ks. [8] 5.71)

oXK

Alkutilan viiva-alkion pituuden nelié on
dS? =dX -dX =dX -F'F'dX =dX -b 'dX. (17)
Muodonmuutostensori b on Cauchyn-Greenin vasemmanpuoleinen muodonmuutostensori

oxk Ox!

b=FF' = G S5, @ 9, = Fy, G Fiyg @ g =g @ 9. (18)

Huomataan, ettéd tensori C on kovariantti, kun taas tensori b on kontravariantti. Kuten
johdannossa mainitaan, kovarianttia tensoria merkitdén usein yldindeksilld b ja kontrava-
rianttia vastaavasti yldindeksilld 5. Voidaan niyttis, etti RC°RT = b? ja ettd R(C™1)*RT
(b)’, jossa R on polaarihajoitelmassa esiintyvi rotaatiotensori.

Polaarihajoitelma

Tunnetusti deformaatiogradientille pétee polaarihajoitelma, jonka mukaan se on kahden
tensorin tulo

F =RU = vR, (19)
Tensori R on rotaatiotensori, joka voidaan esittdd muodossa
R=RFg,®G", R"'=REGKx®g™ (20)
Rotaatiotensori toteuttaa yhtalot
R'R = RE RN G ® GY = RER™WGr ® GY = G ® GF = G,

RR" = R, 0% RN g, ® g" = Rl Rl g, 09" =g, 0 ¢" =g

Metriset tensorit G ja g ovat samalla yksikkotensorit alkutilassa ja deformoituneessa
tilassa.
Tensorit U ja v ovat symmetriset venytystensorit
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Fingerin muodonmuutostensori

Deformoituneen tilan viiva-alkio dx = dz,g* kierretiin alkutilaan dX = RTdz. Tama
alkutilan viiva-alkio siirretéddn deformoituun tilaan deformaatiogradientin avulla

dz’ = FdX = vRdX = vRR"dz = vdz.
Tamén viiva-alkion pituuden nelié on
dz’-dz’ = dz - v'vdz = dz - vv'dz = dz - FF'dz = dz - bdz. (22)
Alkutilan viiva-alkion nelié on
dX -dX =dz - RRVdz = dz - dz = dz¢"da.
Deformoituneen ja alkutilan viiva-alkioiden nelididen erotus on
dz - (b — g)de = 2dz - adz. (23)

Tensori a on Fingerin muodonmuutostensori [3], [4]

1 1 Ox* ot
a=-(b—g)=d"g,®g, = MN

Huomataan, ettd Fingerin muodonmuutostensori on kontravariantti ja ettd se on mééritelty
deformoituneessa tilassa. Se on objektiivinen siind mielessé, ettd se havida identtisesti
jaykéan kappaleen liikkeessa.

Macvean [9] huomauttaa, ettd Fingerin muodonmuutostensori saadaan myos tulkitse-
malla se Greenin-Lagrangen muodonmuutostensoriksi deformoituneesta tilasta késin ("the
Green measure of deformation in final state’). Néin voidaan todella ajatella: Deformoi-
tuneesta tilasta viiva-alkio d&¢ = dz;g" kuvataan alkutilaan d X = FTdz, minks jilkeen
muodostetaan viiva-alkioiden nelididen erotus dX - dX — dz - dz = dz - (FF' — g)dx.

Piolan muodonmuutostensori

Alkutilan viiva-alkio dX = dXx G¥ kierretdén deformoituneeseen tilaan dz = RAX.
Tamé deformoituneen tilan viiva-alkio siirretdéan alkutilaan deformaatiogradientin kéénteistensorin
avulla

dX'=F 'dz = U 'R'dz = U 'RTRAX = U 'dX.

Téamén viiva-alkion pituuden nelié on
dX'-dX'=dX - U U 'dX =dX -F'F 'dX =dX - C 'dX. (25)
Deformoituneen tilan viiva-alkion nelié on
dz-dz =dX -R"RdX =dX -dX = dXxGFldX;.
Deformoituneen ja alkutilan viiva-alkioiden nelididen erotus on

dX - (G-CHdX =2dX - AdX. (26)
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Tensori A on Piolan muodonmuutostensori [11], [12], [13]

1 1 XK X
A = 5((} o C—l) — AKLGK ® GL — §<GKL . aﬁxm gmnaaxn
Huomataan, ettéd Piolan muodonmuutostensori on kontravariantti ja etté se on méaritelty
alkutilassa. Se on objektiivinen, ts. se on nollatensori jaykén kappaleen liikkeessé.
Macveanin [9] mukaan Piolan muodonmuutostensori voidaan myos tulkita Almansin
muodonmuutostensoriksi alkutilasta ldhtien (’Almansischer Verzerrungstensor im Aus-
gangszustand’). Silloin alkutilan viiva-alkio dX = dXx G kuvataan deformoitunee-
seen tilaan dz = F~TdX, minki jilkeen muodostetaan viiva-alkioiden nelididen erotus
dX -dX —dz-dz=dX - (G -F'F T)dX.

)GK®GL. (27)

Muodonmuutostensorien vertailu

Havainnollistetaan muodonmuutostensorien keskinéistd suhdetta seuraavalla tavalla:
Green-Lagrange:
Alkutila: dX = dX¥ Gy, Deformoitunut tila: dx = dxkgk =FdX,
Almansi-Euler:
Alkutila: dX =dX¥Gx =F 'dz, Deformoitunut tila: dz = dz*g,,
Piola:
Alkutila: dX = dXx GE, Deformoitunut tila: dz = dzyg* = FTdX,
Finger:
Alkutila: dX = dXxGX =FTde, Deformoitunut tila: dz = dz,g".

Pinta-alkioiden muodonmuutos

Truesdell ja Toupin [15] ovat esittdneet, kuinka Fingerin ja Piolan muodonmuutosten-
sorit liittyvit pinta-alkioiden muodonmuutokseen. Haupt [5] puolestaan on tulkinnut ne
pinta-alkioiden normaalien muutosten kuvaajiksi. Esitetddn tdssd Truesdellin ja Toupi-
nin mukainen tulkinta. Nansonin kaavan (ks. [8]) mukaan alkutilan pinta-alkion dA4 ja
deformoituneen tilan pinta-alkion da véilinen muunnos on

da = JF'dA, dA=J'F'da. (28)
J on deformaatiogradientin determinantti J = det F. Pinta-alkioiden neliot ovat
da-da = J?’dA-F'F1dA, dA-dA = J ?dae-FF'da. (29)
Edellé olevasta ndhdéén, ettd pinta-alkioiden nelididen erotus on
da-da —dA-dA=dA-(J’C' - G)dA, (30)
da-da —dA-dA =da - (g — J *b)da. (31)

Truesdell ja Toupin esittdavét viiva-alkioita ja pinta-alkioita koskevan duaalisuuslauseen
(’Second principle of duality’), jonka sisdlté on seuraava: Jos viiva-alkioiden muutoksia
koskevissa yht#ldissi, jotka on lausuttu tensoreiden C ja b™! avulla

de-dx —dX -dX =dX - (C - G)dX,
dz-dz —dX -dX =dz - (g — b dz,

sana 'viiva-alkio’ ja tensorit C ja b~! korvataan sanalla 'pinta-alkio’ ja tensoreilla J2C~! ja J—2b
niin saadaan péatevit yhtalot.
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Venymanopeudet

Johdetaan seuraavaksi Fingerin ja Piolan tensorien venyménopeudet. Piolan muodonmuu-
tostensorin lausekkeesta (27) saadaan derivoimalla ajan suhteen

. 1 1 1
A. — 5[_(:F—I)O:F—T o F_1<F_T).] — §(F—11F—T 4 F—IITF—T) — §F_1(1 + IT)F_T,

joten )
A=F'dr " (32)

Tensori 1 on nopeustensori 1 = FF~! ja d = (1+17)/2 venyminopeustensori.
Fingerin muodonmuutostensori (24) on lausuttu deformoituneessa tilassa, joten kuva-
taan se ensin alkutilaan. Aluksi

1 1 1
a=;(FF' —g) = ;R(U" - R'gR)R’ = SR(C - G)R' = RER".

E on Greenin-Lagrangen muodonmuutostensori. Siirretdén sitten tensori a alkutilaan
E=R"aR
ja derivoidaan ajan suhteen
E=R"(a+RR"a+aRR"R = RT(a+ Q®Ta + aQ®)R.

Antisymmetrinen tensori Q® on rotaationopeus Q) = RRT. Siirrytaédn sitten takaisin
deformoituneeseen tilaan

a°=a— QWa+aQ® = RERT = RFTdFR" = v'dv. (33)

Lauseke (33) on Fingerin tensorin konvektiivinen venyménopeus (ks. [8] .66 ja 193).

Piolan ja Fingerin tensoreita vastaavat jannitykset

Jannitysten méarittdmiseksi niiden tehot asetetaan yhté suureksi deformoidun tilan jannitystehon
o : d dV kanssa. Merkitiizin Piolan jannitystd S” = SE; G* ® G*. Jinnitysten teho on

SP:AdVy=0:ddV =Jo:FAFT dV, = Jtr (FATF o) AV, = JFToF : A dV,,.

Néhdéén, ettd Piolan muodonmuutostensoria vastaava jéannitys lausuttuna Cauchyn jannityksen
avulla on

S” = JF'oF = Jo,,G* ® G (34)

Tdmé on samanmuotoinen kuin Greenin-Lagrangen venyméié vastaava jannitys (Piolan-
Kirchhoffin 2. jannitys), mutta téssé tapauksessa kovarianttien suureiden valilla.

Merkitésn Fingerin jannitysta T/ = T,fl gF®g'. Jannitysten teholausekkeessa kiytetiin
konvektiivista venyméanopeutta

T/ a°=c:d=c:v Tav ! =tr(v T (&) v 'ie) =viev T :a"

Fingerin muodonmuutostensoria vastaava jannitys on silloin Cauchyn jénnityksen funk-
tiona

T/ =viiov = ()" (v7)jg, ® g;. (35)
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(0] el Xl,l‘l

Kuva 2. Vedetty sauva.

Esimerkki 1. Vedetty sauva

Otaksutaan, ettid karteesisen koordinaatiston X1!-akseli yhtyy sauvan akseliin. Kantavek-
toreita merkitiisin {e; = e*}. Deformaatio on muotoa 2! = \; X! | 22 = AX? | 2% = A X3,
jossa positiiviset luvut A\ ja A kuvaavat venytyksid koordinaattiakselien suunnissa. Sil-
loin deformaatiogradientti on F = \je; ® e! + \ey ® €2 + \es ® e®. Polaarihajoitelman
rotaatiotensori on yksikkotensori, joten F = U = v, (kuva 2). Nopeusgradientti on 1 =
FF-! = MATlei@el+ A (e e+ hes®e’) = MATle @e + A (es®@ey+Aes@es).

Piolan ja Fingerin muodonmuutostensorit ovat kaavojen (27) ja (24) mukaan
1
A = 5[(1 — )\;2)61 ® €1 + (1 — )\72)(62 ® €9 + €3 ® 63)],

1
a= 5[(}\% - 1)61 ® e + ()\2 — 1)(62 X eq + €3 &® 63)].
Venyméanopeudet ovat
A = )\;3}\161 ® e+ )\73>.\<62 ®eyt+e3® 63),
a= )\1).\161 X ey + )\}\(62 ® ey + e3 63),

1 ‘ \
d= 1+ =\"her@er+ 207 M (e @ e + €3 @ e).

Jannitystensorit ovat kaavojen (34) ja (35) mukaan

SP = J)\%Ullel ® 61 + )\2(0'2282 (9 62 + 03363 & 63>,
Tf = )\;201161 (029 61 + /\72(0'2262 &® 62 + 0'3363 &® 63).

Tilavuussuhde J on J = A\ A2, Otaksutaan, etti poikittaiset jinnityskomponentit oas ja o33
ovat nollia. Téll6in Piolan ja Fingerin venymémittoja vastaavat aksiaaliset jannitykset

ovat
SE = XXy, T = \%001.

Esimerkki 2. Yksinkertainen leikkaus

Tarkastellaan muodonmuutosta, jota kuvaa yhtalo

x=2a'e +2%e; +1%es = (X' +kX?)e; + X?ey + X’es,
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X2, 2?2
ol kX
g?=e2F
X17Ll T 0 ‘el T T T T T X17T1
1 I

Kuva 3. Yksinkertainen leikkaus. (a) Konvektiiviset kantavektorit G* = FTe* alkutilassa. (b) Konvek-
tiiviset kantavektorit g = F~ T e* deformoituneessa tilassa.

jossa k on positiivinen vakio. Kysymyksessid on X'X2-tasossa tapahtuva deformaatio,
joten kasitelladn sitd kaksidimensioisena. Suorakulmainen karteesinen koordinaatisto ja
sithen kuuluva ortonormeerattu kanta { e, = e*} valitaan seki alku- ettd lopputilan
kannaksi, jonka suhteen sekd venymit etti jannitykset referoidaan (kuvat 3a ja b). De-
formaatiogradientin lauseke on

F=e,®e' +ke;®e?+ ey® e? (36)
Konvektiivisen koordinaatiston kovariantit kantavektorit ovat
g, =e, g,=ke + e

Kontravariantit vektorit ratkaistaan helposti yhtéalosta
_ 1 0
g o=lo a4 Y]

josta ndhdéén, ettd ne ovat

gt =e' —ke?, g*=é€’

Maaritetdan aluksi tavanomaiset muodonmuutosmitat, jotka saadaan suoraan deformaa-
tiogradientin (36) avulla. Kdytetdén tensorien asemesta 2x2-matriiseja, joiden alkiot re-
feroidaan ortonormeeratun kannan { ey} suhteen. Deformaatiogradientin matriisi, sen
kédanteismatriisi, nopeusgradientin ja venyménopeuden matriisi ovat

S I B R el B O S I VRl BT

Cauchyn-Greenin oikeanpuoleinen ja vasemmanpuoleinen muodonmuutostensori ovat

oo | ] k B n_ | 1+k k
SR R PN R S R (38)
Fingerin muodonmuutostensori a (24) on téllsin
1 Nkl L[ R K
a—§(b—1)—a e, ey, [a]—i[k O}’ (39)
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ja edelleen Piolan muodonmuutostensori A (27) on

_ 1 —1y _ AKL L[ -k K
A= (I-CT)=Ae e [A]—ﬂ ok (40)
Venyméanopeudet ovat kaavojen (33) ja (32) mukaan
sc] _ [a] _ (R) R)] _ ; —tan9(1+sin2 9) <1+281n29)/2
& = [a] — [ ][a] + [a] 2] = & (1+ 2sin*6)/2 —sinf cos ’ (41)
ja ,
A 1 —1\e __ -T —1 AT k —2]{3 1
A—§(I—C )*=F "dF -, [A]—E . ol (42)
Tasotapauksessa rotaatiotensorin ja rotaationopeuden matriisit ovat
cosf) —sinf -1 0 —1
[R] = [ sinf  cos® } ’ [Q(R)] =0 [ 1 0 } ’ (43)

6 on kiertymékulma X3-akselin ympéri ja parametrin k ja 6:n vilinen yhteys on tan§ =
—k/2. Se seuraa Biot'n venymitensorin U = RTF symmetriasta

U] = RTF] = [ cos 0 kcos@—i—sm@} _ [ cos 0 —sind }

—sinf cosf — ksinf —sin® (14 sin®6)/ cos o
Venytystensorin v matriisi on

|- [FRT| [ (1+sin20)/cosf —sind }

—sinf cos (44)

Maaritetaan vield sen kaanteismatriisi

V]! = cos sin
VI T ] sing (14 sin?0)/cosf |-

Fingerin muodonmuutostensoria vastaava jannitys Cauchyn jannityksen funktiona on kaa-
van (35) mukaan

o= [ 1 T | = e (45)
jossa jénnityskomponenttien lausekkeet ovat
T = Tl — /2 o) + (k27
T, = #{fmg (=" 4 (k/2)(0" + o) — [1 + 2(k/2)%02} + o2, (46)
TS = %@2)2 {—o™ + (k/2) (a2 + 0®) — [1 + 2(k/2)%0*} + o™,
T — m [(k/2%0™ — (k/2)[L + 2(k/2)%) (0" + 0™) + [1 + 2(k/2)% 20} .
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Piolan muodonmuutostensoria vastaava jannitys Cauchyn jéannityksen avulla lausuttuna
on kaavan (34) mukaan

ko +o
Pl _ JIFIT (o] (F] — o11 11 12 . 4
S71 = TEEL = | T ot b ) o )

Pinta-alkioiden muodonmuutos noudattaa kaavoja (30) ja (31). Esimerkiksi alkutilan
pinta-alkion ollessa dA = he? saadaan

da-da —dA-dA =h2 — 12 =0,

joka esittdi samalla X !-akselin suuntaisen viiva-alkion nelididen erotusta Greenin-Lagrangen
mukaan. Pinta-alkion ollessa dA = he'! saadaan

da-da —dA -dA = K2k,

joka esittdd myos X 2-akselin suuntaisen viiva-alkion nelitiden erotusta Greenin-Lagrangen
mukaan. Vastaavasti deformoituneen tilan pinta-alkion ollessa da = he? saadaan

da-da —dA-dA =h*—-h*=0,

joka esittd samalla z!-akselin suuntaisen viiva-alkion nelitiden erotusta Almansin-Eulerin
mukaan. Pinta-alkion ollessa da = he'! saadaan

da -da —dA -dA = —h%E?,

joka esittid x2-akselin suuntaisen viiva-alkion nelididen erotusta Almansin-Eulerin mu-
kaan.

Yhteenveto

Artikkelissa on tarkasteltu Fingerin ja Piolan venymémittoja seké niihin liittyvié jannitys-
mittoja. Ne on esitetty yli sata vuotta sitten, mutta niitd kdytetddn ddrimmaéisen harvoin
teoreettisissa tarkasteluissa puhumattakaan sovelluksista. Tuloksia on havainnollistettu
kahdella yksinkertaisella esimerkilla: vedetty sauva ja yksinkertainen leikkaus.
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