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Taivutuksesta ja vaannosté, osa I: Teoria

Jukka Aalto

Tiivistelma. Artikkelissa johdetaan kuormituksen alaiselle suoralle sauvalle yhdistetty taivutus- ja
vaantoteoria. Jannityksille tehdaén tyypilliset sauvateorian mukaiset otaksumat. Siirtymille kdytetdan
otaksumaa, jossa tavanomaisia poikkileikkauksen jaykén kappaleen liikkeen mukaisia siirtymia
tarkennetaan aksiaalisen siirtymén osalta neljad kayristymisfunktiota kayttden. Kayristymisfunk-
tioiden maarittdmiseksi poikkileikkauksen alueella johdetaan yksinkertaiset reuna-arvotehtavat, jotka
voidaan ratkaista numeerisesti esimerkiksi elementtimenetelméalla. Yhdistetyn taivutuksen ja vdannon
yhtélot johdetaan virtuaalisen tydn periaatetta kayttden. Kehitettyd teoriaa voidaan pitda avointen
ohutseindmaisten sauvojen taivutus- ja vaantoteorian yleistyksend. Se soveltuu kaiken tyyppisille, myds
useasta materiaalista koostuville, poikkileikkauksille ja ottaa huomioon leikkausmuodonmuutoksen
vaikutuksen taipumaan.

Avainsanat: sauvateoria, taivutus, vaanto, leikkausmuodonmuutos, kayristymisfunktio, reuna-
arvotehtéava, heikko muoto, elementtimenetelmé

Vastaanotettu 29.5.2017. Hyvaksytty 24.6.2017. Julkaistu verkossa 14.12.2017.

1 Johdanto

Tassé artikkelissa esitetadn perusteellisesti taivutus- ja vaantoteoria, jota kirjoittaja on aiemmin
késitellyt konferenssiartikkeleissa [1] ja [2]. Tilan puutteen vuoksi artikkeliin ei sisélly
sovelluksia eika esimerkkejé. Kirjoittajan on tarkoitus kasitella néité aiheita mydéhemmin tassa
lehdessa.

1.1 Otaksumia ja yhtdloitd

Tarkastellaan suoraa tasapaksua poikkileikkaukseltaan muuttumatonta sauvaa, jonka poikKki-
leikkauksen pisteeseen on asetettu X, Y, Z —koordinaatisto siten, ettd X —akseli on palkin
pituussuuntainen ja Y,Z— taso on poikkileikkaustason suuntainen. Tarkastelussa sovelletaan
tavanomaisia sauvateorian jannityksid koskevia otaksumia

o,=0,=1,=0. (1)
Jatkossa tarvittavat muodonmuutosten ja siirtymien yhteydet ovat
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ou, ou, ou, ou, au,

& = v Y T + v YV T + 2)
OX oy OX oz 0OX

ja jannitysotaksumia (1) vastaava Hooken laki saa muodon

Gx:ng’ z-yx:G?/yx’ szzej/zx' (3)

Lisdksi tarvitaan sauvan yleisen pisteen differentiaalipalan tasapainoyhtaldita (ilman massa-
voimia), jotka ovat jannitysotaksumien (1) vallitessa muotoa

oo, N ot N or,, _o, ot _o 0Ty _ 0 )
oXx oy oz OX OX
ja niité4 vastaavia reunaehtoyhtéldita palkin (kuormittamattomalla) sylinterimaiselld pitkittdis-
reunalla (N, =0) , joista ensimmainen on

nz, +n,7, =0 (5)

ja kaksi muuta toteutuvat jannitysotaksumien (1) vallitessa automaattisesti.

1.2 Siirtymdotaksumat

Otaksutaan aluksi, ettd poikkileikkauksen siirtymd on jaykan kappaleen pienen liikkeen
mukainen, jolloin "tasot pysyvat tasoina”. Siirtopisteeksi poikkileikkauksen jaykén kappaleen
liilkkeessa otetaan tietty piste T, jota kutsutaan vaantokeskioksi ja jonka sijainti valitaan
jatkossa fysikaalisesti mielekkaélla tavalla. Siirtyméakomponenttien kinemaattiset lausekkeet
ovat talloin (liite A)

Uy (X, Y, 2) = Ur (X) = 6,0y = ¥7) = 6,()(z - 2;),

Uy (X, ¥,2) = vr (X) = 6,()(z - 2;), (6)

Uz (X, Y, 2) = Wr (X) +6,()(y = Yr)-
Suuret U, V; ja W, ovat vaantokeskion siirtymakomponentit ja 0,, 9y ja 6,
poikkileikkauksen (ké&sitettynd &arettéman ohueksi jaykaksi levyksi) pienet rotaatiot.
Ylaindeksi R viittaa tassa jaykan kappaleen (engl. rigid body) liikkeeseen. Lausekkeissa (6)
osoittautuu tarkoituksenmukaiseksi kayttada vaantokeskion T aksiaalisen siirtymén U; sijasta
poikkileikkauksen origon O aksiaalista siirtyma& U, . Né&iden vélill& on yhteys
Us :uO_szT_eyZT' (7)

Kun vield merkitdan U, =U, V; =V ja W; =W siirtymakomponenteille saadaan esitys

uy (x,y,z) =u(x) - 6,(x)y - 6,(x)z,

U;,? (X! y,Z) ZV(X)—QX(X)(Z—ZT), (8)

u; (X, Y, 2) = W(x) + 6, (X)(y = ¥r)-
Tunnetusti “tasot pysyvat tasoina” mukainen otaksuma ei johda tyydyttdvaan tulokseen
erityisesti vaannon suhteen. Parannetaan siirtymaapproksimaatiota (8) sallimalla poikki-
leikkauksen kayristya. Siirtym&approksimaation tarkennettu muoto on nyt

u (XY, 2) =U (X, ¥, 2) + Au, (x,Y, 2),
u, (x,y,z)=uf (x,y,2), (9)
u,(x,y,2) =u; (x,,2).

Toisin sanoen jaykan kappaleen liikkeen mukaista approksimaatiota korjataan pelkistetysti
vain komponentin u, osalta. Tassa artikkelissa lisasiirtymalle kéaytetaan esitysta
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Au, (X, Y,2) = 6, (X)p(Y, 2) + 6 (X, (Y, 2) - G (X)w, (¥, 2) - 5 (X, (Y, 2) , (10)
missd funktioita @#(y,z), v, (y,2), v,(y,2) ja w,(y,z) kutsutaan kayristymisfunktioiksi ja
ylapilkku merkitsee derivointia x:n suhteen. Esitystd (10) ei tassd yhteydessé tarkemmin
perustella, mutta se osoittautuu tarkoituksenmukaisiksi. Kuitenkin voidaan todeta, ettd
lausekkeen (10) ensimmainen termi &, (x)#(y, z) on muotoa, joka on kéaytossa Saint-Venantin
vaantoteoriassa ([3] s. 293). Muut termit ovat sikdli saman tyyppisia, ettd niissa
rotaatiokomponenttien “aksiaalisia derivaattoja” kertoo poikkileikkauksen koordinaattien y ja
z funktio.

1.3 Paikalliset otaksumat

Suoritettaessa tiettyyn poikkileikkaukseen liittyvid paikallisia tarkasteluja otaksutaan, etta
palkin jannitysresultanttien tasapainoyhtéldissa (kaavat (44)) voidaan jakautunut kuormitus
(kuormitukset q,(x), q,(x), g,(x), momenttikuormitukset m, (x), m (x), m,(x)) ja niin
kutsuttu kayristymismomenttikuormitus b(x), jotka on mééritelty kaavoilla (40)) jattaa
huomiotta. N&in esimerkiksi tasapainoyhtéloiden (44b) ja (44c) sijasta paikallisessa
tarkastelussa voidaan kayttad yhtaloita Q, =M, ja Q, =M. Edelleen otaksutaan, ettd
paikallisesti tarkasteltavan poikkileikkauksen ympéristossa siirtyméaapproksimaatioon
liittyvat, pelkéstaan aksiaalisesta koordinaatista X riippuvat suureet u(x), v(x), w(x), € .(x),
0,(x) ja 6,(x), voidaan korvata niiden  sopivaa  astelukua  olevilla
polynomiapproksimaatioilla. N&in paikallisesti aksiaalinen siirtymd u(x) on lineaarinen,
poikittaiset siirtymat v(x) ja w(x) kuubisia, vaantokulma &, (x) kuubinen seka rotaatiot &, (x)
ja 6,(x) kvadraattisia polynomeja. Valittuja astelukuja perustellaan luvussa 5. Taéman vuoksi
tiettyyn poikki-leikkaukseen liittyvissd paikallisissa tarkasteluissa naiden funktioiden
derivaatoille voidaan kirjoittaa

W"(x) =0, v(x) =0, w® (x) =0, 62(x) =0, 67(x) =0, 6(x) =0. (11)

Né&itd korkeammat derivaatat luonnollisesti havidvat. Tehdyt paikalliset otaksumat voivat
tuntua melko mielivaltaisilta. Niiden tarkoituksena on kuitenkin vain synnyttaa tyydyttavat
edellytykset alunperin tuntemattomien funktioiden ¢, v, v, ja y, madrittamiseksi. Eihan
namé funktiot siséltdava suure Au, ole myoskadn muuta kuin puoli-intuitiivisesti valittu
sopivalta tuntuva aksiaalinen siirtyméatarkennus.

2 Kayristymisfunktioiden maarittdminen

2.1 Siirtymadt

Seuraavassa johdetaan reuna-arvotehtdvat poikkileikkauksen kayristymisfunktioiden
maéarittdmiseksi. Tarkastelu tapahtuu nyt tietyssa poikkileikkauksessa, joten edelldmainitut
paikalliset otaksumat ovat voimassa. Tarkastelussa sovelletaan lis&siirtyman lauseketta (10).
Siirtymékomponenttien lausekkeet (9) lopullisessa muodossaan ovat siis

u, (x,y,2) =u(x)-6,(x)y -6, (x)z

+0,(0)8(y, 2) + 0, (¥, 2) - 0 (X)w, (¥, 2) - Oy (v, (Y. 2),
u, (x,y,2) =v(x)-0,(x)(z - z;),
u, (X, y,z) = w(x)+6,(x)(y - yr).

(12)
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2.2 Muodonmuutokset ja jdnnitykset

Muodonmuutoskomponenteille (2) saadaan kayttden lausekkeita (12) ja ottamalla huomioon
kaavat (11) lausekkeet
g, =U'-0,y-0/7+0.9,

0

re=0 L ziay ey gl g s (13)

oy oy oy oy

o oy oy oy

— 9! ik _ +€m_x+ _9!!_)/_9!!_2,
7zx x(6z y yT) X az 7/2 z 82 y az
missa on otettu kayttdon merkinnat

7/y=V'—92, 7z=W’_9y' (14)

Suureita y, ja y, kutsutaan keskimaaraisiksi liukumiksi.
Otetaan kayttéon uudet muunnetut kayristymisfunktiot ®(y,z), ¥,(y,z), ¥, (y,2) ja

Y, (y, z), jotka pyritdaan maarittamaan siten, ettd muodonmuutokset (13) saadaan muotoon

g, =U'-0y-0/7+0.9,

Y N e s

oy oy oy oy

oY, _9,,8‘Py g oY,
oz o Yoz
Naissa lausekkeissa venyman &, lauseke on sailytetty ennallaan, mutta liukumien y», ja y,,
lausekkeet ovat jatkotarkastelua silméll&pitden huomattavasti yksinkertaisemmat. Niista
puuttuvat vaantokeskion koordinaatit y, ja z, seka keskimadraiset liukumat », ja y,.
Vertaamalla liukumien lausekkeita (13) ja (15) liitteessd B on osoitettu, etta alkuperdisilla
kayristymisfunktioilla ¢, v, v, v, ja muunnetuilla kayristymisfunktiolla @, ¥, , ¥ , ‘¥,
on seuraavat yhteydet

(15)

ye =02y o
0z

#(y,2) = O(Y, 2) + Ay — Zry + Y12,

v (¥, 2) =Y. (¥, ) + Ay,

'//y(Yr Z):\Py(y’z)_l_A\Py_Clly_CZlZ’

v, (y,2)="¥,(y,2) +Ay, —C,Y —Cp1Z,
missd Ay, Ay,, Ayys Ay, Cyy Cy, €y ja €y Ovat vakioita. Vakiot A,, Ay, Ay, ja Ay,
ilmaisevat alkuperéisten ja muunnettujen kayristymisfunktioiden arvojen erotukset origon

kohdalla (miké&li origo sijaitsee poikkileikkauksen alueella). Liitteessa C on osoitettu, ettd
keskimaaraisilla liukumilla », , », ja kiertymien toisilla derivaatoilla 6], &; on lineaariset

yhteydet
Yy __ Ci, Cp 0; (17)
7z Cx Cyp 6’;' ,

ja esitetty kaava (C.3), jolla vakiot c,, c,, C,, ja C,, voidaan maarittaa.
Jannityskomponenteille saadaan Hooken lain (3) ja muodonmuutosten lausekkeiden (15)
avulla siis lausekkeet

(16)
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o, =E(U'-0,y-0/7+06,9),

ov
0, =602 gy gy gy (18)

oy oy oy oy
oY

OV, g0y 0¥,

0z oz Y oz

0, =G0 s y)+ o ]
oz

2.3 Reuna-arvotehtdviit kédyristymisfunktioille

Sijoittamalla lausekkeet (18) jannityskomponenttien aksiaaliseen tasapainoyhtaloon (4a) ja
vastaavaan reunaehtoyhtaloon (5) saadaan yhtélot
| 0 oD 0~ 0D o 0,0V, 0, 0¥,
O [C(—- D+ [C(—+ Y] +6| —(C—*)+—-(G—)+E¢
oy oy 0z oz oy oy 0z 0z

oY oY
A )+ Ey} =0,
0z

(19)
oY, )+ 9 (G
oy 0z

0 ov B
—0'| =G 1)+ Ez |- 0| —(G +=(G
y{ay( =) } {ay< 55

ja

0, nyG(ai)— Z)+ nZG(aE+ y) [+671 n,G oF, +n,G oF,
oy 0z oy 0z

(20)
oY oY

-0, n,G M nce|_gr n,G—>+n,G—|=0.
oy oy 0z

z az z
Sauvaan kohdistuvat mahdolliset kuormitukset aiheuttavat erilaisia arvoja suureille 6;, 67", 6]
ja @, . Jotta yhtalot (19) ja (20) toteutuisivat kaikilla mahdollisilla kuormituksilla, tulee niiden

olla voimassa erikseen kaikilla arvoilla &/, &7, 6] ja 6. Talla perusteella saadaan
kayristymisfunktioille seuraavat reuna-arvotehtavat

0 oD 0 oD P

E[G(E—Z)]-FE[G(E-F y)]—O A.Ssa, (Zla)
o o0 -

nyG(E— 7)+ nZG(§+ y)=0s:llI3,

Q(GG‘PXHQ(G(}‘PX
oy oy 0z oz

n,G o, +n,G or,
oy 0z

)+ E¢ =0 A:ssa,
(21b)

y =0s:1l3,

0 oY 0 oY
—(G—)+—(G—L)+Ey=0A:ssa,
oy oy o1 ez

oY, ov, .
n,G +n,G =0s:114,
oy 0z

(21c)

2 ¥
o oy
ov,

oY
0z

z)+£(G £)+Ez=0 A:ssa,
oz

21d
- (21d)

0z

n,G

y

+n,G =0s:1a,
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missa A on poikkipinnan alue ja s sen reuna. Koska reuna-arvoprobleemissa (21) esiintyy vain
tuntemattoman funktion derivaattoja, mutta ei itse funktiota, niiden ratkaisufunktiot ovat
vakiota vailla yksikaésitteisia. Yksikasitteisiksi kayristymisfunktiot saadaan vaatimalla niiden
haviavan valitussa poikkipinnan pisteessd P, jolle kaytetdan tassa nimitystad nollapiste.
Ratkaistaessa reuna-arvoprobleemia (21) numeerisesti nollapisteeksi on luontevaa ottaa
elementtiverkon solmu. Voidaan osoittaa, ettd nollapisteen valinta ei vaikuta esitettavalla
teorialla saataviin tuloksiin. Probleemilla (21a) ja (21b) on heikko kytkentd, koska funktio ¢
riippuu funktiosta @ . Jos tehtdva (21a) ratkaistaan ensin, voidaan vakio A4, ja vaantokeskion
koordinaatit y; ja zy laskea kaavalla (53). Sen jéalkeen saadaan funktio ¢ madritetyksi
kaavalla (16a). Kun se on tunnettu, reuna-arvotehtévéa (21b) voidaan ratkaista.

2.4 Reuna-arvoprobleemien heikot muodot

Reuna-arvoprobleemien (21) numeerista ratkaisua formuloitaessa tarvitaan niiden heikkoja
muotoja. Niistd on my0ds apua johdettaessa joitakin tdmén artikkelin tuloksia. Liitteessa D on
johdettu reuna-arvoprobleemien (21) heikot muodot. Ne ovat

jetaﬁ(aﬁ—) 8ip(aip +y)dA=0 (222)
ov, ov, 0¥, 0¥,
{ G( ay > o —:)dA = j EV $dA, (22b)
, 0, a\if a\yy
j )dA = j EW, ydA, (22¢)
A 0z
o or, "’“P L or, a‘PZ)dA j E¥ zdA (22d)
A oz

Naissd yhtalsissa d(y,z), ‘i’x( Y, ), ‘I’y(y, Z) ja ‘Pz(y,z) ovat mielivaltaisia
testifunktioita.
2.5 Poikittaisen tasapainon toteutuminen

Sijoittamalla lausekkeet (18b) ja (18c) jannityskomponenttien poikittaisten tasapainoyhta-
I6iden (4b) ja (4c) vasempiin puoliin ja ottamalla huomioon yhteydet (11) saadaan

0
Tyx — Ge):/(aﬁ_ Z),
OX oy (23)
or oD
X =GO'(—+Y).
x ( e y)

Havaitaan, ett4d ndma tasapainoyhtalot eivét toteudu. Niiden voidaan kyll4 osoittaa toteutuvan
koko poikkileikkauksessa keskiméarin. Integroimalla poikkipinnan yli saadaan

2
[ Zrda=a 6 -2)da=o0,
ox “ (24)

D
[ Z=da-01] 6(Z2+y)da=o.
A OX A 0z A )
Viimeinen yht&suuruus saatiin soveltamalla heikkoa muotoa (22a), kun ® =y jakun ®=z.
Todetaan, ettd tarkasteltavassa formulaatiossa jannityskomponenttien aksiaalinen tasapaino-
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yhtélo (4a) toteutuu poikkileikkauksen kaikissa pisteissa, mutta poikittaiset tasapainoyhtalot
(4b) ja (4c) toteutuvat vain keskimaarin.

3 Jannitysresultantit ja niiden tasapainoyhtalot

3.1 Reuna-arvotehtdvidt sauvan siirtymille ja kiertymille

Jotta kaavoja (18) voitaisiin soveltaa tietyn poikkileikkauksen jannitysjakautumien
madrittamiseksi, taytyy tuntea kayristymisfunktioiden @(y,z), ¥,(y,z), ¥, (y,2) ja
W, (y,2) lisaksi myos suureiden u’, 6;, 6y, 6", 6,, 67, 6, ja 0, arvot poikkileikkauksen
kohdalla. Tam& on mahdollista ainoastaan, jos kyetddn formuloimaan palkin alueelle
X, < X < X, reuna-arvotehtavat, joiden avulla palkin pituuskoordinaatista x riippuvat funktiot:
akselin siirtyméa u(x) , vaantokeskion siirtymat v(x) ja w(x) seka poikkileikkauksen kiertymat
0,(x), 6,(x) ja 6,(x) voidaan maarittaa. Sauvateorioille tyypillisesti tulee maaritella sopiva
méaarad  jannitysresultantteja ja  niitd  vastaavia  yleistettyja  muodonmuutoksia,
jannitysresultanttien tasapainoyhtélot seka jannitysresultanttien ja yleistettyjen muodon-
muutosten véliset yhteydet.

3.2 Jdnnitysresultantit ja niiden tasapainoyhtdlot

Aluksi maéaritetddn jannitysresultantit ja niiden tasapainoyhtaltt. Sovelletaan virtuaalisen tyon
periaatetta, jossa virtuaalinen siirtymaétila valitaan kaavojen (9) mukaisesesti. Virtuaalisen
aksiaalisen siirtyman lisdtermiksi ei kuitenkaan oteta koko lauseketta (10), vaan siihen
sisallyteddn vain sen ensimmainen termi. Virtuaaliset siirtymét ovat

ou, =38u(x)—96,(x)y =66, (x)z +60,4(Y, 2),

ou, =ov-406,(2—-1;), (25)

ou, =owW+36, (y—Yy;).

Jatkossa osoittautuu, ettd tdma Saint-Venant henkinen esitys virtuaalisille siirtymille johtaa
tarkoituksenmukaiseen lopputulokseen. Vastaavat virtuaaliset muodonmuutokset ovat
de, = OU' =86,y — 50,7 + 50,9,

5}/yx = 57/y + 59): (%_ Z)l (26)

57 = 7, + 00,2 y).
0z
Palkin sisdisen virtuaalisen tyon lauseke on
Wi, =[] (5,0, + 57,7, + 7,7, ) dATdX. 27)

X A
Saadaan aluksi

oW, = —T {ou'[ o,dA- 50, [ o, ydA- 56, [ o, 2dA~+ 56] | o, plA
% A A A A

(28)
0 OD oD
+0y, [ 7,0+, [, 0A+50; [(E = 2)z,+ -+ Y)z, JdAYdx

A

A A
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Muokataan viimeisté integraalia Sovelletaan ensin yhteytta (16a):
j [( ~2)z, + + y)z, JdA=a
(29)
-[ (% +6"’ O [[or, (2 20) 42,y )IOA

sitten osittaisintegromtla.
or,, 0
a= j B0z, +0,2,)ds [ p(—2 + Z2)dA+ [[-1, (- 2,) + 1, (y-y)l0A  (30)
A 8y 62 A
ja lopuksi tasapalnoyhtalba (4a) ja reunaehtoa (5):
0
a=|[-r.(z-2;)+7,(y-Y;)]JdA+—| do dA. 31
{[ (2247, (Y= )] axyx (31)
Siséinen virtuaalinen ty® saa ndin muodon

W, =—[[SUN - 50;M, —50,M,

X

(32)
+67,Q, +7,Q, +6,(M, — B') - 56;B]dx
missa
N=[odA M, =[oydA M, =[c2dA Q =[r,dA Q =[r,dA
A A A

A A (33)
M, = [[-7, (2= 2;) +7,(y - y)ldA, B=—[ogdA

Kuva 1. Poikkileikkauksen jannitysresultantit ja niiden positiiviset suunnat

Lausekkeesta (32) nahdaan, etta formuloidun tehtavan yleistetyt muodonmuutokset ovat u’,
-0, =0, 7,, 7,, 0 ja 0 sekd vastaavat jannitysresultantit ovat samassa jarjestyksessa N ,
MZ, My, Q, Q,, M —B' ja B. Sauvan akselin venyma u’ ja normaalivoima N I||ttyvat
vetoon/puristukseen, kayrlstymat -6;, -0, ja taivutusmomenentit M,, M, seka
keskimaaardiset liukumat y,, y, ja Ieikkausvoimat Q,, Q, taivutukseen seka vaantokulman
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derivaatat €;, &; ja jannitysresultantit M, —B' ja B vaantoon. Vaantdmomentti M, on
kaavan (33f) perusteella poikkileikkauksen leikkausjannitysten 7, ja z,, momentti erityisesti
vaantokeskion T suhteen. Suureelle B kaytetaan téssa nimitysta kayristymismomentti. Nimitys
johtuu siitd, ettd sekin voidaan kaavan (33g) perusteella ymmartéa eradnlaiseksi normaali-
jannityksen o, momentiksi, jossa momenttivartena on kayristymisfunktio ¢. Kuvassa 1 on
esitetty poikkileikkausen jénnitysresultantit ja niiden positiiviset suunnat. Nuoli esittaa
voimaa, kaksoisnuoli momenttia ja kahdesta vastakkaissuuntaisesta kaksoisnuolesta koostuva
symboli kayristymismomenttia. Avointen ohutseindmaisten sauvojen vaantoteoriassa (ks. liite
F) esiintyy vastaava suure, jota kutsutaan bimomentiksi tai myos kdyristymismomentiksi. Sen
lauseke (F.12) eroaa lausekkeesta (33g) siind, ettd integrandissa on kayristymisfunktion
#(y,z) sijasta seinaman keskiviivalla S maaritelty normeerattu sektoriaalinen koordinaatti
o7 () vaantokeskion T suhteen (miinusmerkkisend). Kuvassa 1 kéytetty kéayristymismomen-
tin symboli ei liene kaytossa. Se juontuu kirjallisuudessa esiityvasta symbolista, joka koostuu
kahdesta vastakkaissuuntaisesta kaarinuolesta (vrt. [4], s. 189, Kuva 10.4) .

Jannitysresultanttien tasapainoyhtaldiden muodostamista silméllapitden muokataan
sisdisen virtuaalisen tyon lauseketta (32) edelleen. Ottamalla huomioon yhteydet
Oy, =0V =30, ja 6y, = oW — 00, saadaan

oW, = j [-OUN +5G,M, + 5O M, —V'Q, - SWQ, a
+66,Q, +60,Q, - 50,(M, — B") + 56;B]dx

Suorittamalla ensin osittaisintegrointi integrandin viimeiseen termiin liittyen saadaan

W, = [ (-6UN +5OM, +50M, —5vQ, —5WQ,
b (35)

X3

+60,Q, +56,Q, — 50M )dx +

50!B.

Suorittamalla lisaa osittaisintegrointeja saadaan

W, = [ (SUN'=O,M —50,M; +VQ; +5WQ, +58,Q, +56,Q, + 50,M;)dx

+

(=6UN +8O,M, +5OM , - SVQ, —SWQ, —50,M, + 56,B)

X

= [ (3UN'= 0, - 50, M +5vQ; + SWQ, +50,Q, +56,Q, + 50,M )

X

+ UGN (%) = SU(X)N (X,)
—36,(%)M, (%) +36,(%,)M, (X,) =60, (X )M (x,) + 60, (X, )M (X,)
+0V(%)Q, (%) —6V(%,)Q, (X,) + SW(X,)Q, (%) — SW(X,)Q, (X,)
+06, (X )M, (%) =66, (X, )M, (X,)

~56,(%)B(%) +56,(%,)B(x,).
Palkin ulkoiselle virtualiselle ty6lle voidaan kirjoittaa lauseke

(36)
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W, = [4]150,06,¥,2) 1,6 ,2)+ 80, (6,9,2) £, (% ¥, )+ 80, (X, ,2), (%, y, 2)]dA

X A

+ I[&uX (X, S)t (X, 8) + U, (X, 9)t, (X,8) + U, (X, S)t, (X, s)]ds}dx
s (37)

— [[18U, (%, ¥, 2)0,4(¥,2) +8U, (X, ¥, 2)7,,4 (¥, 2) + U, (X,, ¥, 2)7, (¥, 2)]dA

+ 180,06, Y,2)0,,(¥,2) + 68U, (%, ¥, 2)7,55 (¥, 2) + 8, (%, ¥, 2)7,5, (¥, 2)]dA,

Kuva 2. Palkin osaan kohdistuvat pinta- ja tilavuusvoimat.

missa f., f, ja f, ovat tilavuusvoiman komponentit, t,, t, ja t, palkin sylinterimaiseen
pitkittaisreunaan kohdistuva kuormitus ilmaistuna traktiokomponentteina sekd o, 7., 7,
i =1,2 sen padtypoikkileikkauksiin 1 ja 2 kohdistuva kuormitus ilmaistuna jannityskompo-
nentteina. (Vaikka pitkittaisreuna otaksuttiin reunaehtoyhtalon (5) yhteydessa kuormittamat-
tomaksi, tassé tarkastelussa, jonka tuloksena selvidd muun muassa kuinka palkin pituutta kohti
vaikuttava jakautunut kuormitus muotoutuu, taté oletusta ei ole tarpeen tehdd.) Kaavoja (25)
soveltaen saadaan
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ey, = xf{a‘u(x)[ | £y, 2)dA+ [t (x,5)ds]
—xlsez(x)[j Afx(x, Y, z)ydA+sjtx(x,s)y(s)ds]
—f%vy(x)[} f(x,y,2)2dA+ ftx(x, 5)2(s)ds]
+ 59;(x)[f £ 06 Y, )y, z);A+ [t 9)(y(s), 2(s))ds]
+OV(X)L jAfy(x, Y, 2)dA+ [, (x sl Sut) J .00y, 2)dA+ [t (x,)ds]
+59x(x)2£ [-f,00 Y, z)(zs— 2:)+ (%Y, z)(yj yr)JdA |
[Tt 06 8)(2(5) = 27) +1, (%, 5)(y(5) — ¥ )]ds}
—ou(x)| o-;dA+§u(x2) [o.0A
+5.92(x1)Aj axlydA—cSHZ()/;) [o,ydA+50,(x) [ 0,,2dA- 50, (x,)[ o, 2dA
—69;(x1)}axl¢dA+59;(x2)}axz¢dA A A
—ov(x,)| AryxldA+ Sv(x,)[ r;sz— SWX) [ 7 dA+SW(X,) [ 7,,,0A (38)
—f%?x(xl; j [7,(2—2;) + 7,0 (Y — y1)1dA A A

+00, (XZ)I[_TyXZ (Z2-27) +7,,(y - yr)IdA
eli

Woq = T[5U(X)qx () = 68,()m, (x) - 56, (x)m, (x) - 66, (x)b(X)

+0V(x)q, (X) +ow(x)q, (X) + 56, (x)m, (x)]dx
_5U(X1) N1 +5U(X2)N2
+ 591 (X1)M A 592 (Xz)M 22
+60,(x )M, =36, (X, )M , (39)
+ 59; (X1) B, - 5‘9; (Xz)Bz
—OV(X)Qy; +6V(X,)Q,,

—SW(%)Q,; +W(X,)Q,,
- 50)( (X1) M at épx (XZ)M x2
missa
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q, = [ [dA+[tds, q, =[fdA+[tds, g, =][fdA+[tds,
m, =Aj[—fy(zs—zT)+ fz<y—A yT)]dAS+ | [—ty<z—z:)+tz(ys— yr)lds,
my:}fxsz+ [tzds, m, = jfxydAS+ [tyds, b=—[f,gdA—tgds, (40)
N, = jA o dA, ;/lzi=jo—xiydA,A M, = jsaxisz, Bi=/iJ. axi¢dA,s
A A A A

Qi =[7,u0A Qu=[rdA M, =[[-7,(z-2;)+7,4(y—yr)ldA

Suureet q,(x) q,(X), q,(x), m(x), m (x) ja m,(x) ovat palkin pituutta kohti jakautuneen
kuormituksen ja vaantokeskitakselin suhteen lasketun jakautuneen momenttikuormituksen
komponentit. Suuretta b(x) kutsutaan tassa jakautuneeksi kayristymismomenttikuormituk-
seksi. Suureet N, M, M, M;, Q;, Q,;, B, i=12 ovat normaalivoiman, vainto-
momentin, taivutusmomenttien, leikkausvoimien ja kayristymismomentin arvot palkin péissa
lja2.

Kuva 3. Palkin osaan kohdistuvat yleistetyt voimat.

Suoritetaan vield lausekkeen (39) integraalin integrandin neljanteen termiin liittyva osittais-
integrointi, jolloin saadaan
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Wy = T{5U(X)qx(x) —60,(x)m, (x) -6, (x)m, (x)

| +06v(X)q, (X) + ow(x)q, (x) + 56, (x)[m, (x) +b'(x)]}dx
—ou(x )N, +du(x,)N,
+80,(x)M ;= 86,(%, )M, +56,(x )M, =56, ;)M ,, (41)
+§0>2 (X1) Bl - 59; (Xz) Bz
- 5V(X1)le + é‘V(Xz)Qyz - §W(X1)Q21 + §W(X2)sz
— 66, (%)[M,; =b(x)]+ 66, (x,)[M,, —=b(x;)].
Virtuaalisen tyon periaate
oW

int

+oW,, =0 (42)
antaa yhtalon

T[é‘u(N’+qX)—592(MZ' -Q,+m,)-06,(M; -Q, +m,)

+0v(Q; +4,) +ow(Q; +0,) +6, (M +m, +b")]dx
+ §U(X1)[N (X1) - Nl] - 5U(X2)[N (Xz) - Nz]
- 592 (Xl)[M z (X1) -M zl] + 592 (Xz)[M z (Xz) -M zz]
_5Hy(xl)[My(X1)_My1]+59y(xz)[My(X2)_MyZ] (43)
+ov(x,)[Q, (%) — Q). ]-6V(X,)IQ, (X,) - Q.1
+ §W(X1)[Qz (Xl) - Qzl] - 5W(X2)[Qz (XZ) - QZZ]
+060, (%)M, (%) = M,; +b(x)] =66, (X,)[M, (X,) =M, + b(x,)]
- 59; (X1)[B(X1) - Bl] + 59; (Xz)[B(Xz) - Bz] =0.
Virtuaalisen tyon periaatteen yhteydessé tunnettuun tapaan voidaan yhtélon (43) perusteella
johtaa seuraavat yhtal6t: Jannitysresultanttien differentiaaliset tasapainoyhtal6t
N'+q, =0,
M;-Q,+m,=0, M/-Q,+m =0, Q +q,=0, Q,+q,=0, (44)
M,+m +b"=0,
jotka ovat voimassa palkin alueella x, < x < x,. Kinemaattiset reunaehdot
u(x) =u;,
0,(%)=0,, 0,(x)=06,, v(x)=Vv, W(x)=Ww, (45)
ex(xi) :exﬂ 9):(X|) :e;l
ja niitd vastaavat kineettiset reunaehdot
N (XI) = Ni !
Mz(xi)=M2i7 I\/Iy(xi)zlvlyi’ Qy(xi)zQyU Qz(xi)zin’ (46)
M, (%) =M, =b(x), B(x)=B,
jotka ovat voimassa palkin péissd i =1 ja 2. Kustakin toisiaan vastaavasta kinemaattisesta ja
Kineettisesta reunaehdosta tulee olla voimassa jompi kumpi.

Virtuaalisen tyon periaatetta kayttden saatiin siis muodostettua palkin jannitysresultit (33),
kuormituksen madrittely (40), jannitysresultanttien differentiaaliset tasapainoyhtélot (44) seka
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kinemaattiset ja kineettiset reunaehtotyypit (45) ja (46). Kaavojen (44), (45) ja (46) ylimmaiset
yhtélot liittyvat vetoon/puristutukseen, keskimmaiset taivutukseen ja alimmaiset vaantoon. Jos
sovelletaan jaykdn kappaleen tasapainoehtoja differentiaaliseen sauva-alkioon, saadaan
tulokseksi differentiaaliset tasapainoyhtélot, jotka poikkeavat yhtéloista (44) siing, etta
viimeisesta (44f) puuttuu termi b’ . llman energiatarkastelua jaa myos reunaehtoyhtalosté (46f)
termi b(x;) pois. Nain menetellen jaa kayristymismomenttikuormitus b(x) késitteena ja sen
vaikutus yhtéloihin (44) ja (46) tarkastelusta pois. Kéayristymismomenttikuormitus b(x) on
kuitenkin vaikutukseltaan v&hainen.

4 Jannitysresultanttien ja yleistettyjen muodonmuutosten yhteydet

Tavoitteena on nyt lausua tehtdvan jannitysresultantit niitd vastaavien yleistettyjen
muodonmuutosten avulla. Kysymyksessa on tiettyyn poikkileikkaukseen liittyva paikallinen
tarkastelu, jonka yhteydessa voidaan soveltaa kohdan 1.3 mukaisia paikallisia otaksumia.

4.1 Normaalivoima, taivutusmomentit ja kdyristymismomentti

Kéyttden normaalivoiman, taivutusmomenttien ja kayristymismomentin maérittelykaavoja
(33a), (33b), (33c) ja (33g) sekéd normaalijannityksen lauseketta (18a) saadaan

N = EAuU'-ES, 0, - ES,0, + ES,0;,

M, =ESu'-El g, —El 0 +El 0, )

M, =ESu'-El 6 —El0, +El,0,

B=-ES,u'+El 0 +El,0, —El 0,
missa

EA=[EdA, ES, =[EzdA, ES, = [EydA, ES, = [ EgdA,
A A A A

El, = [Ez’dA, El, = [Ey’dA, El,, = [EyzdA, (48)
A A A

El,, = [EzgdA, El,, = [EygdA El, = [ E¢*dA
A A

Jannitysresultanttien ja yleistettyjen muodonmuutosten yhteyksien (47) kertoimille kdytetdan
tdssd kaksikirjaimisia symboleja, kuten sauvateorian esityksissa usein menetelld&n. Jos
poikkileikkaus on homogeeninen ja kimmomoduuli E vakio, se voidaan ottaa integraalin
ulkopuolelle. Talloin kirjainyhdistelm& ymmarretddn kimmomoduulin E ja sitd seuraavan
integraalin (poikkileikkauksen geometrisen suureen) tuloksi. Esimerkiksi aksiaalijaykkyys EA
on kimmomoduulin E ja poikkipinnan alan A tulo, kimmomoduulilla painotettu staattinen
momentti ES, kimmomoduulin E ja staattisen momentin S, tulo ja taivutusjaykkyys EI, on
kimmomoduulin E ja jayhyysmomentin |, tulo. Suureelle El, kaytetadn nimistysta
kayristymisjaykkyys ja homogeenisen poikkileikkauksen suureelle 1, kayristymisjayhyys-
momentti. Avointen ohutseindmadisten sauvojen vaantOteoriassa yhteydet (47) ovat
samanmuotoiset. Suureita ES;, Ely, El,;, ja El, vastaa, kun kysymyksessa on
homogeeninen poikkileikkaus, tulot ES,, Ely,, El,, ja El,, missd S, on sektoriaalinen
staattinen momentti, 1,,, ja 1,, ovat sektoriaaliset tulomomentit seka 1, on sektoriaalinen
jayhyysmomentti (vrt. liitteen F kaavat (F.4)), jotka on méaéritetty kayttden poikkileikauksen
normeerattua sektoriaalista koordinaattia cy véaantokeskion suhteen.
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Menetelldan ensin kuten tavallisesti sauvateoriassa. Asetetaan Y, z —koordinaatiston origo
O poikkileikkauksen vetojaykkyyskeskioon, jolloin
ES,=0, ES,=0. (49)
Koordinaattiakselien suunnat voitaisiin myos asettaa yhtymaan poikkileikkauksen paajayk-
kyyksien suuntiin, jolloin
ElI_=0. (50)

yz

Néin ei kuitenkaan t&ssd yhteydessa tehda, koska siité ei ole sanottavaa hyotyd. Madritetdan
sitten yhtalon (16a) vakio A, ja vaantokeskion T koordinaatit y; ja z, siten, ettd jaykkyydet
ES,, El,, ja El,, havidvat. Kaavojen (48), (16a) ja (49) perusteella saadaan yhtalét

ES, = [EgdA=ES, +A,EA=0,
A

El,, = [EzgdA=El , —2,El , + yEl, =0, (51)
A

A

missa
ES, = [ E®dA, El, =[ Ez0dA, El, = EyddA. (52)
Yhtéldiden (51) ratkaisu on
EIl, El,|(-El
AQZ_ES‘D, ol 1 . ’ & L (53)
EA' |z, EIE,-EI%|El, El ||EL,

Kun kayristymisfunktio ®(y,z), jonka nollapiste on P,, on méaritetty reuna-arvotehtévan
(21a) ratkaisuna, voidaan vakio A, javaantokeskion koordinaatit y; ja z, maarittad kaavoilla
(53). Taman jalkeen kayristymisfunktio ¢(y, z) voidaan maarittad kaavaa (16a) kayttden. Kun
se tunnetaan, voidaan madrittaa kayristymisjaykkyys El,. Avointen ohutseinamaisten
sauvojen teoriassa esiintyy analoginen prosessi, jota on kuvattu liitteessd F. Siind
kayristymisfuntiota ®(y,z) vastaa sektoriaalinen koordinaatti €25 (s) origon suhteen, jonka
nollapiste on Py, kaavoja (53) vastaa kaavat (F.11) ja (F.10), Kayristymisfunktiota ¢(y, z)
vastaa normeerattu sektoriaalinen koordinaatti @y (s) vaantokeskion T suhteen, joka
méadritetd&n kaavaa (16a) vastaavalla kaavalla (F.9). Normeerattua sektoriaalista koordinaattia
o7 (s) kayttaen voidaan sitten maarittaa sektoriaalinen jayhyysmomentti | kaavalla (F4d).

Jannitysresultanttien ja yleistettyjen muodonmuutosten yhteydet (47) yksinkertaistuvat nyt
seuraaviksi

N = EAU/,
M,[~ |El, EI, |6
B=—El,0!.

Néissa lausekkeissa normaalivoima riippuu vain akselin venymastd, taivutusmomentit
riippuvat vain kéayristymista ja kayristymismomentti vain vaantékulman toisesta derivaatasta.
Nain kytkennét, jotka lausekkeissa (47) olivat veto/puristus-, taivutus- ja vééntdtehtavén
valilla, on saatu hévitettya.
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4.2 Leikkausvoimat

Kéyttaen leikkausvoimien maéarittelykaavoja (33d) ja (33e) seké leikkausjénnitysten lausek-
keita (18b) ja (18c) saadaan

, , i o OV,
Qy=—92J;G ayydA 9jc; 5 dA+ 9]@(5— 2)dA+ 9

-0 { Ey’dA-0! { EyzdA+ 0;"{ EygdA=—El 0" —El yze;' +EL,0)

=—EI,0/-El 0],
- (55)
Q, = a"jG ¥y da- 9"jG ZidA+ ejG(—+y)dA 0’”G X dA
0z
A j EyzdA- 6] [ Ez°dA+ 9;”] EzgdA=—El .0, El ye;' +El,,0;
A A

—El,,0; - El 6]

yz-z
Sovellettiin heikon muodon yhtaI0|ta (22), joissa ensin = Yy, ‘P =Y, ‘P =Yy, ‘P =Yy ja
sitten d =z, ‘P =7, ‘P =z, V¥, =17, sekd otettiin lopuksi huomloon yhteydet (51b)Ja(51c)
Derivoimalla talvutusmomenttlen Iausekkeet (54b) néhdaan, ettd yhtaloista (55) seuraa
leikkausvoimille tulokset

Q =M;, Q=M. (56)
N&ma lausekkeet ovat tasapainoyhtaldiden (44b) ja (44c) paikallisesti voimassa olevat versiot,
joissam =0 ja m, =0.Koska leikkausvoimien lausekkeet (55) sisaltavat saman informaation
kuin j&nnitysresultanttien tasapainoyhtdl6t, ei niitd voida kayttdd jénnitysresultanttien ja
yleistettyjen muodonmuutosten yhteyksina.

Leikkausvoimien lausekkeet (55) muodostettiin integroimalla leikkausjannitysten lausek-
keet (18Db) ja (18c), jotka perustuivat siirtym&approksimaation (9) lisasiirtymén lausekkeeseen
(10). Menetellddn nyt niin, etta lisasiirtyméksi ei oteta koko lauseketta (10), vaan sen kaksi
ensimmadista termid. Leikkausjannityksiksi tassé tapauksessa saadaan

0, =Gly, +0.(2 -2y orPTxy,
o Y

5 oF 7)
=6l +0/(2 1 yy+ iy
oz 0z

Kayttéden leikkausvoimien méaarittelykaavoja (33d) ja (33e) seké leikkausjannitysten lausek-
keita (57) saadaa

=yijdA+9;jG(aﬁ—z)dA+e;" c s
oy
A A

8yx dA=7y, j GdA+ e”’j EygdA

=GAy, +El, ¢9X"' GA}/y,

(58)
=7, { GdA+0, [ G(E+ y)dA+ 9;"AG %dA =7, { GdA + .9;'{ EzgdA
=GAy, +El ,6;=GAy,,
missa
GA= [ GdA (59)
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on leikkausjaykkyys, joka homogeenisen poikkileikkauksen tapauksessa on liukumoduulin G
ja poikkipinnan alan A tulo. Sovellettiin heikon muodon yhtaldita (22a) ja (22b), joissa ensin
d=y, ¥, =Y jasitten d=2z, ‘I’ =2, seka otettiin lopuksi huomioon yhteydet (51b) ja
(51c). Yhteydet (58) Ielkkausv0|mien Qy ja Q, seka keskimaaraisten liukumien . ja y,
valilla ovat varsin pelkistetyt ja niitd pyritdan siksi parantamaan. Vastaavassa tilanteessa
yksiakselisen taivutuksen Timoshenko palkkiteoriassa [5] (X, y —tasossa, jolloin Q=Q, ja
y =y,) yhteyttd Q =GAy on totuttu parantamaan muotoon Q =kGAy , missa K on leikkaus-
korjauskerroin. Toimitaan myos tassa Timoshenko palkkiteorian hengessa ja otetaan leikkaus-
voimille ja keskimaaraisille liukumille lineaarinen riippuvuus. Se esitetddn muodossa

k, k
{Qy}:GA v {y y}, (60)
Q, Ky K |17,
missd vakioita k, , k., k,, ja k, kutsutaan leikkauskorjauskertoimiksi.
Seuraavassa johdetaan kaavat leikkauskorjauskertoimien maarittdmiseksi. Johto suorite-

taan tarkastelemalla taivutettua sauvaa, jossa ei esiinny vaantoé eli 6, = 0. Leikkauksen osuus
sauvan sisdisesta virtuaalisesta tyosta on

SW,, = j q { 4 y*} { yx}dA)dx (61)

Z

Kéyttaen virtuaalisten liukumien Iausekkelta (26Db) ja (26¢), kun 66, =0, saadaan tasté

_ 57y yX _ ' Qy
it fffovet{0 e e

Sijoittamalla tdhan Ielkkausv0|m|en lauseke (60) saadaan

5, Ko |[7y
W, = f{5yz} L kj{yz}dx. (63)

Médritetd&dn vastaavasti siséisen virtuaalisen tyon lauseke (61) ottamalla virtuaalisiksi
liukumiksi kaavojen (15b) ja (15¢) mukaiset tarkemmat lausekkeet, jotka puhtaan taivutuksen
tapauksessa (66, =0, 66."=0) ovat

oY, oY,
59”
{57 *y}=— ooy { } (64)
s v, ov, |99
0z 0z
Saadaan
oy, d¥,
f 4% TI Vo gy (65)
|nt 56 " \ a\{] i alP ] TXZ '
oy 0z
Sijoittamalla t&han leikkausjannitysten lausekkeet (18b) ja (18c), joissa (&, =0, 6,'=0), eli
or, oY,
8”
{Txy} =-G ay ay Z” (66)
sz ale 8‘1’2 9)’
oz 0z
saadaan
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o¥, oY, G‘Py o¥, oY, oy, G‘Py oF,
som" oy 0 oz oz 9 oz oz 0;
Wy, =~— j( ) IG y g y o dAl " Wax
5oy 2 oY, ow, 0¥, ov,o¥, oY, oV oy
y + z y z z + z z
8y oy 07 0z oy oy oz oz

50" Ey¥Y, Ez¥, 49”
= j CONV | I , 1)
o0;| 4| EyY, EzV¥, 6’
Lopuksi sovellettlln heikon muodon kaavoja (22c¢) ja (22d), kun ‘i’y =¥, ja ‘i’z =Y¥,.

Tarkempiin liukuma- ja leikkausjénnitysjakaumiin (15) ja (18) perustuva sisdisen virtuaalisen
tyon lauseke saa siten muodon

Xo 50" T El Elz 9#
W =] { } e {f,}dx. (68)
X 59)’ Ely‘lfZ EIZ‘PZ 9)’
missa

El,y, =[Ey¥dA El, =El, =[Ez2¥ dA=[Ey¥ dA El, =[Ez2¥,dA (69)
A A A A

(67)

Leikkauskorjauskertoimet maaritetdén vaatimalla virtuaalisen tyon lausekkeiden (67) ja (68)
olevan yhtasuuret. Saadaan yht&lo

sy )T [k, Kk 50" [Ely Ely ][0
ol eallo belfr) _fonf[Em Bl
oy, kzy k. |7, 593/ Elywz Elzwz Hy
Soveltamalla yhtél6ita (C.2) seké virtuaalisille etté todellisille suureille saadaan tasta
{59”}T {EIZ Eﬂ 1{ky kyZT[Elz Eﬂ Ely, Ely {9;'} 0 o
o] El, El, |GAlk, Kk, El,, EI, El,, Ely || ’
josta seuraa leikkauskorjauskertoimille tulos
{ky kyZ} 1 {Elz Elyz} EIY“"y EIZ“’y 1{E|z Elyz} (72)
ka K, GA|El, EI, E'ywz Elz‘}’z El, Ely'
Todetaan, etta k, =k, . Leikkausvoimien ja keskimadraisten liukumien yhteydet (60) ja

leikkauskorjauskertoimien madarityskaava (72) antavat mahdollisuuden yleistdd Timoshenko
palkkiteoria luontevasti kaksiakseliseen taivutukseen.

4.3 Vddntomomentti ja Saint-Venantin vddntomomentti

Soveltamalla véantémomentin maarittelykaavaa (33f) ja leikkausjannitysten lausekkeita (18b)
ja (18c) saadaan
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, od od
M, =6, IAG[—(a—y—z)(z—zT)+(E+ Y)Y - y;)1dA

" oY, oY,
+‘9x G[_ (Z_ZT)+ (y_YT)]dA
A oy 0z (73)
ol G oY, ov, dA
TV ), [_ ay (Z_ZT)+ oz (y_YT)]
y oY, oY,
_ey AG[_ ay (Z_ZT)+ oz (y_yT)]dA'
Tama saa liitteen E perusteella muodon
M, =GJo, - EI 6}, (74)
missa
od od
Gl=| G[-(—-2)z+(—+ dA. 75
L\[(ay )2+ (- +Y)Y] (75)

Niinsanotussa Saint-Venantin vaantoteoriassa vaantomomentin M, ja vaantyman 6, yhteys
on muotoa M, =GJ#;, missd GJ on kaavan (75) mukainen. Tdmé&n vuoksi suuretta
T=GJ6, (76)
kutsutaan Saint-Venantin vaantdmomentiksi. Suuretta GJ kutsutaan vaantojaykkyydeksi ja
homogeenisen poikkileikkauksen tapauksessa suuretta J vaantojayhyysmomentiksi. Kaavojen
(74), (76) ja (54c) perusteella saadaan vaantomomentille tulos
M,=T+B" (77)

5 Sauvatehtavan differentiaaliyhtaldista

5.1 Differentiaaliyhtdloiden johto

Tutkitaan nyt millaisiksi palkin siirtyméaformulaation mukaiset differentiaaliyhtalot

muodostuvat. Derivoimalla yhtéal6t (44b) ja (44c) puolittain ja sijoittamalla niihin (44d) ja (44e)

sekd ottamalla samalla k&yttéon osittainen matriisiesitys tasapainoyhtélot saadaan muotoon
N'+q, =0,

i fa ot L
EIRMEH

M, +m, +b"=0.

Sijoittamalla jannitysresultanttien lausekkeet (54) ja (60) tasapainoyhtdléihin (78) seka
kayttamalla yhteyksia (14) ja (74) saadaan

(78)
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EAu"+q, =0,
B it
m = + r (1
El, El, |6 a, m,
{4
k, k |[|W'-¢6] a, 0

El1OY -GG =m, +b'.
Ensimmadinen yht&l0 (79a) on toisen kertaluvun tavallinen differentiaaliyhtdl, jossa on
tuntemattomana aksiaalinen siirtymé u(x) . Keskimmadiset yhtalot (79b) ja (79c) muodostavat
neljan yhtalon ryhmaén, joissa tuntemattomina ovat vaantokeskion poikittaiset siirtymat v(x)
ja w(x) seka poikkileikkauksen rotaatiot &, (x) ja 6, (x). Viimeinen yhtal6 (79d) on neljannen
kertaluvun tavallinen differentiaaliyhtdld, jossa on tuntemattomana véantdkulma & (x).
Havaitaan, ettd veto/puristustehtava, taivutustehtdva ja vaantotehtdvd voidaan ratkaista

erikseen.
Muokataan taivutustehtavan yhtal6itd (79b) ja (79c) edelleen. Ratkaisemalla yhtél6ista

(79¢c) 0, ja 6, saadaan
o) (vi] 1k k.| [q
= - . 80
{ey} {W”}—FGALW K, a (80)

Derivoimalla tdma puolittain kahdesti ja sijoittamalla yhtaloén (79b) saadaan

-1 ' -1 "
v _ El, El, (qy .\ m, )_i k, k| [a) (61)
W El,, EIl q, m|” GA|k, Kk, q |

Merkitsemalla

R KR W
f El,, EI, a, m,|" GA|k, Kk, qr
néhdaan, ettd yhtalot (81) ovat kaksi erillisté neljannen kertaluvun differentiaaliyhtaléa

v =1 (x), w® = f,(x), (83)

jotka on helppo ratkaista. Kun poikittaiset siirtyméat on ratkaistu, voidaan rotaatiot &,(x) ja
6, (x) maarittad integroimalla ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtalot (80).

(79)

5.2 Perustelua paikallisen tarkastelun otaksumiin

Kohdassa 1.3 esitettiin, ettd suoritettaessa tiettyyn poikkileikkaukseen liittyvid paikallisia
tarkasteluja, voidaan jakautuneen kuormituksen vaikutus tasapainoyhtéldisséd (44) jattaa
huomiotta. Tdma merkitsee, ettd tasapainoyhtéldissa ja vastaavasti palkin differentiaali-
yhtalgissa voidaan merkita g, =0, q,=0, ¢,=0, m, =0, m =0, m, =0, b=0. Yhtalot
(79a), (83), (80) ja (79d) saavat siten muodon

u"=0, v =0, w” =0, 9, =v", 6, =w", EI6-GJO;=0. (84)

Yhtalon (84a) ratkaisu u(x) on ensimmaisen asteen polynomi ja yhtéldiden (84Db) ja (84c)
ratkaisut v(x) ja w(x) ovat kolmannen asteen polynomeja. Yhtéloista (84d) ja (84e) seuraa
0,=v'+C, ja 6, =w+C,, joten 6,(x) ja 6,(x) ovat toisen asteen polynomeja. Nain
pystyttiin perustelemaan kohdassa 1.3 esitetyt siirtymien u(x), v(x), w(x) ja rotaatioiden
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0,(x) ja 6,(x) polynomiapproksimaatioiden asteluvut. Yhtalon (84f) ratkaisu &, (x) sensijaan
ei ole polynomimuotoinen. Taméan vuoksi kohdassa 1.3 tehtya vaantokulman 6, (x) paikallisen
approksimaation valitsemista kuubiseksi ei voida perustella téll& tavoin.

6 Poikkileikkauksen jannitysjakauman maarittdminen

Kun palkin poikkileikkauksen kayristymisfunktiot ®(y,z), ¥, (y,z), ¥ (y,2) ja ¥,(y,2)
on ratkaistu reuna-arvoprobleemista (21) ja palkin siirtymasuureet u(x), v(x), w(x), 6,(x),
0,(x) ja 6,(x) on ratkaistu esimerkiksi differentiaaliyhtaléista (79a) (83), (80) ja (79d),
voidaan tietyn poikkileikkauksen x = x, jannitysjakaumat maarittad kayttaen yhtaloita (18),
jotka ovat sopivassa matriisimuodossa

TR AN
Oy = (U— 0;/ {Z}_'_ x¢)1

o o¥,| o, o¥ (85)

0"

Tyx :G(Qz 8y +9>:n ay _ ay ay Z” )

T, o, ov,| |ov, ov, |9
0z oz 0z 0z

Niissa u'=u'(x), G =06,(x), O =0/(x), O=061x), 6,=0,(x), 6 =06/(x)

0, =0,(x,) ja 6, =06;(x,).

YhtdlGissa (85) esiintyvat siirtymésuureiden derivaatat u', 6;, 6;, 6, ja 6, voidaan
ratkaista jannitysresultanttien avulla yhtal6ista (54) ja (76). Derivoimalla viela &7 :n, ¢, :n ja
0, :n lausekkeet puolittain sekd soveltamalla tasapainoyhtaldité (56) saadaan
’ N ! T " B 4 B,

=—, X:_’ 9)(:——’ 9)(:——’

EA GJ El, El,

! -1 " -1
o) len &) ) el e, e fo)
0, El, El, | [M,[ ¢ El, El, | |Q
Sijoittamalla tulokset (86) lausekkeisiin (85) saadaan jannitykset lausutuiksi jannitys-
resultanttien avulla seuraavasti

T =]

N M, El, EI, y B
—E(— 4 ¥ —— ),
o =El, {My} {Elyz Ed {z} E|¢¢)

u
(86)

oD , oY, ¥, ov, B (87)
{fyx}ZG(L o | B oyl |y o {E'z E'yz} {Qy})_
7, clow [ Ellov, | |ov, ow, |[El EL]IQ

07 (674 oz o1

Siind tapauksessa, ettd vy,z—koordinaatisto yhtyy poikileikkauksen paéjaykkyyskoordi-
naatistoon (El,, =0), yhtal6t (87) saavat yksinkertaisemman muodon
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M
JX:E(£+MZy+ v, B $),
EA EI,° El~ El,

! oY
TyX:G[L(aE—Z)— B a\IJX + Qy y 4 Qz a\Pz], (88)
GJ oy El, oy El, oy El, oy
! oY
£ -C- (2 B M, 9 ¥,

GJ oz Elqj

Tarkastellaan lopuksi kaavojen (88) ja liitteesséd F esitettyjen avointen ohutseindmaisten
poikkileikkausten jannitysten kaavojen (F.13) ja (F.14) yhtélaisyyksid&. Homogeenisen
poikkileikkauksen tapauksessa normaalijannityksen kaava (88a) saa muodon

oxzﬁ+&y+&z—i¢. (89)
A, I, l,
Kaava (F.13) poikkeaa kaavasta (89) siina, etta kayristymisjayhyysmomentin 1, paikalla on
sektoriaalinen jayhyysmometti 1, ja kayristymisfunktion ¢(y,z) paikalla normeerattu
sektoriaaalinen koordinaatti @y (s) vaantokeskion suhteen. Leikkausjannityksien kohdalla
Saint-Venantin vadannon osuus jatetddn yksinkertaisuuden vuoksi tarkastelun ulkopuolelle.
Homogeenisen poikkileikkauksen tapauksessa leikkausjannitysten kaavat (88b) ja (88c) ilman
Saint-Venantin vdantbmomentin T sisaltavéaa termid ovat

_Q,G, Q.Gav, BGM,

YT Eaw ILEdy IE o
QG QGa¥, B G,

"1 Ea ILEa 1L,Ea.

z

0z El. oz EIy 0z

z

(90)

Tarkastellaan leikkausjannityskomponenttia 75, ohutseindmaisen poikkileikkauksen keski-
viivalla y = y(s), z=z(s). Sauvateorian jannitysotaksumien (1) vallitessa sille on voimassa
dy dz
z-sngryx"'grzx- (91)

Kayttéden kaavoja (90) ja (91) saadaan
. _QGo¥y Q,GaY, B G,
* I,E o I E a5 I,E o5

Kaava (F.14) poikkeaa nyt kaavasta (92) siing, etta kayristymisjayhyysmomentin I paikalla
on sektoriaalinen jayhyysmometti |, ja
GO¥y,S, Ga¥,,S Ga¥4S,
Eos t Eo t Eds ot

missa merkki £ tarkoittaa vastaavuutta. Kaavoissa (93) §y(s), §Z(s) ja §w(s) ovat
osapoikkipinnan staattiset momentit ja t(s) on poikkileikkauksen paksuus.

(92)

(93)

Johtopaatokset

Artikkelissa on esitetty teoria, jonka avulla voidaan maarittaa taivutetun ja vaannetyn suoran
sauvan siirtymé- ja jannitystila systemaattisesti ja perinteisid teorioita tarkemmin. Sauvan
poikkileikkaus voi olla muodoltaan mielivaltainen ja koostua myds useammasta materiaalista.
Oleellisena osana teoriaa on poikkileikkaukseen liittyvien reuna-arvotehtdvien mukanaolo.
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Nykyaikaisten tehokkaiden elemettimenetelméohjelmistojen johdosta nama lisatehtavat eivéat
aiheuta ongelmia. Samaan tapaan kuin perinteisissé sauvateorioissa veto/puristus-, taivutus- ja
vaantotehtavat voidaan késitelld erikseen. Taivutuksen yhtéaldissé leikkausmuodonmuutoksen
vaikutus otetaan huomioon Timoshenkon palkkiteoriaa muistuttavalla késittelytavalla, johon
liittyville leikkauskorjauskertoimille on johdettu kaavat. V&&nnon yhtalot muistuttavat
monessa suhteessa avointen ohutseindmaéisten sauvojen vaadnnon yhtéloitd. Keskeisin
eroavaisuus on siind, ettd ohutseindmaisen poikkileikkauksen sektoriaalista koordinaattia
Q,(s) origon O suhteen (nollapiste Py) ja normeerattua sektoriaalista koordinaattia @y (S)
védntokeskion T suhteen vastaavat tdssé teoriassa kayristymisfunktio W(y,z) (nollapiste P,)
ja kayristymisfunktio w(y,z). Koska sektoriaalinen koordinaatti on vain ohutseindméiseen
poikkileikkaukseen liittyva suure, mutta kayristymisfunktio voidaan maarittdd mielivaltaisen
muotoiselle poikkileikkaukselle, voidaan esitettyd teoriaa pitdd avointen ohutseindmaéisten
sauvojen taivutus- ja vaantoteorian yleistyksend. Se soveltuu kaikentyyppisille, myos eri
materiaaleista koostuville, poikkileikkauksille ja huomioi leikkausmuodonmuutoksen vaiku-
tuksen taipumaan. Poikkileikkaus voi olla taysi tai ontto, paksu- tai ohutseindmaéinen ja avoin
tai suljettu.

Kiitokset

Kiitokset em. prof. Eero-Matti Saloselle, joka on vuosien varrella useaan otteeseen tuonut esille
ajatuksen mahdollisuudesta kehittdd teoria, jolla sauvan vaantotehtdva voitaisiin kasitella
poikkileikkauksen tyypistd riippumatta yhtendisella tavalla. Hanen lukuisat tyén varrella
antamansa kommentit ja parannusehdotukset ovat mahdollistaneet tdman artikkelin synty-
misen. Kiitokset myos artikkelin arvioijille perusteellisesta tyosté.
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Liite A: Kaavojen (6) johto

Otaksutaan, ettd poikkileikkaus kohdassa x siirtyy jaykan kappaleen pienen siirtymén liikkeen
mukaisesti. Valitaan siirtopisteeksi poikkileikkauksen piste T. Poikkileikkauksen yleisen
pisteen siirtymévektorille

ut(x,y,z) =ug (X, y, 2)i+uy (X, ¥, 2)j+u; (X, y, )k (A1)
saadaan
ut =u; +0x(r-ry,), (A.2)
missa
Uy (X) = Up (i + Vo (X)] + Wy (X)k (A3)

on siirtopisteen siirtyméavektori,
0(x) =0,(x)i -0, (x)j+6,(x)k
poikkileikkauksen rotaatiovektori,

r=xi+yj+zk (A.4)
poikkileikkauksen yleisen pisteen paikkavektori ja
ro=xi+yj+z.K (A5)

siirtopisteen paikkavektori. Rotaatiovektorin komponentin ¢, positiivinen suunta on valittu
palkkiteoriassa usein kéytettyyn tapaan y —akselin negatiiviseen suuntaan. (Valinnan seurauk-
sena tdman artikkelin esitys muodostuu merkinnéllisesti mahdollisimman selkeéksi siten, etta
johdettavien kaavojen Xx,y— ja X,z—tasoissa tapahtuvaan taivutukseen liittyvat osuudet
tulevat olemaan samanmuotoiset.) Siirtymévektorille u® saadaan

i ] k
ut =uri+vijrwk+l6, -6, 0,
0 Y=Yr 2-1Z;
-0 0. 7 0 6, -6
=uri+vej+wk+| Y L+t N+ Ls (A.6)
Y=Y 72-1; Z—1; 0 0 Y=V

= [UT _‘9y(z o ZT) _ez (y_ yT)]i +[VT _ex(z o ZT)]j +[WT +0x(y_ yT)]k'
Vertaamalla lausekkeita (A.1) ja (A.6) saadaan siirtymakomponenteille
uy (%, y,2) =ur (x) = 6,00(y = y7) =6, ()(z2 - z;),
uy (%, Y, 2) = Vo (X) =6, (x)(2 - 2), (A7)

U? (X! Y, Z) = WT (X) + Hx (X)(y - yT)
N&ma ovat kaavat (6).
Liite B: Kayristymisfunktioiden yhteyksien (16) johto

Vertaamalla liukumien lausekkeita kaavoissa (13) ja (15) saadaan yhtélot
0 ov
A e (e St B (G UL A B

oy oy oy oy ooy oy oy oy (B.1)
! a¢ a(D ", 8W a\II 1 al//y \Py ”n al// a\P
02y~ o Ty g Ty @Y OTay
X(az Yr az) 4 01 oz V7. =Gl oz oz )=6,( oz oz )

Soveltamalla yhteyksié (17) saadaan edelleen
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0 oY
0;(%—%+zo+e:’<aa‘§* —ag'y*)—ez'( a‘iy - +c11)—9;(%—a§yz +e,)=0,
(B.2)
op 0D oy, oY oy oY oy, oV
(L -2y i Ty gy Ty oy Ty =0
x(az az yT) x( az az ) z( az az 21) y( az az 22)

Koska yhtéléiden (B.2) tulee olla voimassa kaikilla arvoilla 6;, 6, 6] ja 0], saadaan
kayristymisfunktioden valille differentiaaliyhtaloparit

op od 0p O

—=—=1;, —=—+Y,

oy oy o a

oy, o¥, oy, oY

X

oy oy o o

B.3
oy, 0¥, c oy, 0¥, c (B3)
EY - EY e 21
oy, 0¥, oy, 0¥,

——Cp,, —=L—C,,.

ay ay 12 az az 22
Néiden ratkaisuna saadaan alkuperdisten ja muunnettujen kayristymisfunktioiden vaélille
yhtélot

#(y,2) = D(Y, 2) + A — 27y + Y12,

v (y, )=, (v,2)+ A, ,

v, (y,2) =Y (Y, 2) + Ay, —C Y —CyZ,
v,(y,2)=Y,(y,2)+A,, —C,Y—C,,Z

(B.4)

N&ma ovat kaavat (16).

Liite C: Kaavan (17) johto

Vertaamalla leikkausvoimien lausekkeita (55) ja (60) saadaan yhtal6
El, El 0’ k, k, ||y
“ler gl g =GA{ y H } (C.1)
Pl R g
-1 14
wl_ o1 k, ki, El, El, || (€2)
7, GA|k, Kk, El, EI |6 '
Havaitaan, ettd kysymyksessa on kaava (17), jossa
-1
Cll C12 =i ky kyz EIZ Elyz (C 3)
C21 C22 GA ka kZ EI)’Z Ely ' .

Liite D: Reuna-arvoprobleemien (21) heikot muodot

josta seuraa

Kertomalla kenttayhtald (21a) puolittain testifunktiolla &)(y,z) ja integroimalla méarittely-
alueen A yli saadaan

400



~ 0. ,0b 0. oD ~
!\@{E[G(E—z)]+5[e(5+ y)]}dA =0. (D.1)

Soveltamalla osittaisintegrointia saadaan edelleen
jcp[n G(——z)+n G(—+y)]d je[ai)(ai’— 7)+ aib(aip+ y)JdA=0 (D.2)
ja ottamalla huomloon reunaehto (21a) IopukS|
[e [ai’(ai’—) ‘33(63 +y)dA=0, (D.3)

Tama on heikko muoto (22a). Kertomalla kenttdyhtalo (21b) puolittain testifunktiolla
Y (y,z) jaintegroimalla maarittelyalueen A yli saadaan

j‘P [—(G Yy —(c; X) EgldA=0, (D.4)

Soveltamalla osittaisintegromtla saadaan edelleen

oY, JG( L OF, 8‘1’
oy 6‘y 0z

ja ottamalla huomioon reunaehto (21b) IopukS|
J-G(G‘P oY, 8‘1’ oY
A Oy ay oz

Taméa on heikko muoto (22b). Vastaavaan tapaan menetellen saadaan my0s reuna-arvo-
probleemien (21c) ja (21d) heikot muodot (22c) ja (22d).

)dA j EY ¢dA=0, (D.5)

—-)dA = j EV gdA. (D.6)

Liite E: Kaavan (74) johto

Kaavassa (73) vaantokulman derivaatan @, kertoimena olevalle lausekkeelle saadaan
od od
LG[—(@—ZXZ—ZTH—& +Y)(y - ¥r)]dA

oD oD oD oD
= IAG[—(E— 7)z +(E+ y)y]dA+ szAG(a—y— z)dA+ yTjAG(E+ y)XA  (E.1)

oD o
:IAGHE_Z)“(EJr y)yldA=GJ.

Lopussa sovellettiin heikkoa muotoa (22a), jossa erityisesti O = y ja ® = z. Kaavassa (73)
vaantokulman kolmannen derivaatan &, kertoimena olevalle lausekkeelle saadaan

J O (2= 2) + 2y -y loA

ZJ‘AG[%(%_ZJJT) x( ¢+y y;)]dA— J.G(

- [ ol awx(ag_) @ ypea-f6

0p oY, 0 0¥,
oy oy o1 oz (E.2)
o 0¥, 84’5%)%
oy oy o1 oz

:-jAE(p dA=-El,.
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Aluksi liséttiin ja vahennettiin lauseke
[ 62 2Ty,
A "0y oy 0L oz
sitten kaytettiin kaavaa (16a) ja lopuksi sovellettiin reuna-arvoprobleemien heikkoja muotoja
(22a) ja (22b), joissa erityisesti ® =V ja V¥, = ¢. Kaavassa (73) kiertyman toisen derivaatan
0, kertoimena olevalle lausekkeelle saadaan

JAG[—a:yy (z—zT)+a sy -y 10n

0 0
_[ Y<——) @y a-[ o L €

:_jAE¢ydA=— s =0.
Aluksi liséttiin ja vahennettiin lauseke
oY oY
J. G(% y _{_%
A 0y oy 01 oz
sitten kaytettiin kaavaa (16a) ja lopuksi sovellettiin reuna-arvoprobleemien heikkoja muotoja

(22a) ja (22b), joissa erityisesti @ =Y, ja ¥, =¢. Vastaavalla tavalla saadaan johdetuksi
kaavassa (73) kiertyman toisen derivaatan ¢ kertoimena olevalle lausekkeelle tulos

oY oY
[ GI- 5y (F 5 (V- yoldA= Bl =0 (E.4)
Sijoittamalla tulokset (E.1), (E.2), (E.3) ja (E.4) kaavaan (73) saadaan kaava (74).

') dA,

Liite F: Avointen ohutseindmaisten sauvojen vaantoon liittyvia kaavoja

Tarkastellaan avointa ohutseindmadista poikkileikkausta, jonka keskiviivaa seuraa kaaren-
pituuskoordinaatti s. Keskiviivan yhtalot ovat
y=y(s), z=z(s) (F.1)
ja poikkileikkauksen paksuus on t(s). Rajoitutaan yksinkertaisuuden vuoksi haarautu-
mattomaan poikkileikkaukseen, jonka toinen pé&é on pisteessa s=0 ja toinen paid pisteessa
=1. Poikkileikkausen sektoriaalinen koordinaatti QA (S) pisteen A: (Ya,Za) Suhteen
voidaan maarittaa kaavalla

QA(S) = [{VS) - VAT & (5) - [2(5) - 2T L ()} F2)

Pistettd A kutsutaan sektoriaalisen koordinaatin navaksi ja pistettd Py: Sy, jossa Qa hévia,
sen nollapisteeksi. Kun sektoriaalinen koordinaatti pisteen A suhteen tunnetaan, voidaan
sektoriaalinen koordinaatti pisteen B suhteen maérittada napapisteen vaihtokaavalla

Qp =Qp +(zg = Za)(Y — Yo) — (Ve —Ya)(Z—20), (F.3)
missa Yy ja zg ovat nollapisteen Py koordinaatit.

Poikkileikkaukselle, jonka sektoriaalinen koordinaatti on Q, maéritell4&n sektoriaalinen
staattinen momentti, sektoriaaliset tulomomentit ja sektoriaalinen neliomomentti kaavoilla

402



SQ:jIMA:jQ@ﬁGM&

A 0
| |
UQ=JHMA=J4$QSMSN& hg=jwwA=jW$Q®ﬁ@M& (F.4)
A 0 A 0

[
|Q:jQ%A=jQ%gu9m.
A 0
Lis&ksi méaaritelld&n osapoikkileikkauksen sektoriaalinen staattinen momentti kaavalla

|
ég)(s):=jsz(sqt(s9dst (F.5)

Sektoriaalista koordinaattia @(s), jolle on voimassa ehto S, =0, kutsutaan normeeratuksi.
Sille voidaan johtaa ([4], kaava (5.27)) kaava
w@y4x9—%%. (F.6)
Oletetaan, ettd Qg (S) on sektoriaalinen koordinaatti origon O suhteen, jonka nollapiste on
Po, tunnetaan. Kaavan (F.3) perusteella saadaan sektoriaaliselle koordinaatille Qq(S)
vaantokeskion T suhteen lauseke
Qr =Qo + 7y = yrZ-I1Yo + Y7Ip - (F.7)
Normeeratulle sektoriaaliselle koordinaatille @y (S) vaantokeskion suhteen saadaan
soveltamalla kaavoja (F.6) ja (F.7)
Sag 15, — Y15y

o =00 + 21y~ Y12 - X (F.8)
Kun origo on asetettu tavanomaisesti pintakeskioon, jolloin S, =0 ja S, =0, seuraa tésta
oy =Qo +Aq + 21y - Y72, (F.9)
missa
SQ
Ag=——2. (F.10)

A
Avoimen ohutseindmaéisen poikkileikkauksen vaantokeskid T madritelladn pisteend, jonka
suhteen méadritetyn sektoriaalisen koordinaatin Q1 avulla méaritetyilla tulomomenteille on
voimassa ehdot I, =0 ja I, =0. Ndiden ehtojen perusteella vaanttkeskion koordinaateille
voidaan johtaa ([4] kaava (5.39)) kaava

{VT}: 1 I IyZ IVQO (F.11)
2 B W P T PO P e PO

Kun sektoriaalinen koordinaatti 25 (s) origon O suhteen, jonka nollapiste on Py, tunnetaan,
voidaan vaantokeskion koordinaatit Yy ja zp méarittdd kaavalla (F.11) ja normeerattu
sektoriaalinen koordinaatti ey (S) vaantokeskion T suhteen kaavalla (F.9).

Erityinen avointen ohutseindméisen sauvojen véantoteorian jannitysresultantti on
bimomentti. Se madritelldan kaavalla
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|
B= j o wrdA = j o (S)wr (S)t(s)ds . (F.12)
A 0

Avointen ohutseindmaéisen sauvojen yhdistetyssa taivutus- ja vaantoteoriassa, kun y,z—
koordinaatisto yhtyy poikkileikkauksen padjayhyyskoordinaatistoon (1,, =0), normaalijanni-
tykselle ja keskimaaréiselle leikkausjannitykselle on voimassa kaavat

N M M B
0y (8) =—+—2y(s) +—22(s) ——(8), (F.13)
A I, ly I,
~ S" S , ~
@X(s)=&3z(5)+& y(5) B'S,(s)
l, t(s) Iy, t(s) 1, t(s)
Kaavassa (F.14) S,(s)ja §y(s) ovat osapoikkileikkauksen staattiset momenetit, jotka
maaritetadn vastaavaan tapaan kuin osapoikkileikkauksen sektoriaalinen staattinen momentti
S, (s) kaavassa (F.5). Kaava (F.14) ei sisalla Saint-Venantin vaannon osuutta leikkaus-
jannityksesta 7, . Se on totuttu madrittdmaan erikseen likikaavalla
Tox = 2%77, (F.15)
missa ; on poikkileikkauksen keskiviivaa S vastaan kohtisuora koordinaatti ja

(F.14)

1
J =3 g t3(s)ds (F.16)

on avoimen ohutseindmaisen poikkileikkauksen vaantéjayhyysmomentti.
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