Rakenteiden Mekaniikka

VERTAISARVIOITU
Vol. 50, Nro 1, 2017, s. 1 — 16 L‘J KOLLEGIALT GRANSKAD
http://rakenteidenmekaniikka. journal.fi/index WA
https://doi.org/10.23998/rm.63299
(©Kirjoittajat 2017.
Vapaasti saatavilla CC BY-SA 4.0 lisensioitu.

Venymamitat kontinuumimekaniikassa Hillin-Sethin mukaan

Martti Mikkola

Tiivistelmd. Suhteellinen muodonmuutos kontinuumimekaniikassa voidaan méirittad useal-
la tavalla. R.Hill ja B.R.Seth ovat esittdneet yleisen kaavan, jonka mukaan useat suhteellisen
muodonmuutoksen mitat voidaan méaarittdd. Artikkelissa kyseistd kaavaa sovelletaan tavalli-
simpiin venyméaméérittelyihin mukaan lukien H.Henckyn esittdmé& logaritminen venymé. Myos
venyméanopeuksien lausekkeet esitetddn. Kuhunkin venymémittaan liittyva jannitys johdetaan.
Sovelluksina tarkastellaan vedettyd sauvaa ja yksinkertaista leikkausta.
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nitysmitta.
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Johdanto

Tiss# esityksessi vektoreita merkitiiéin vinoilla lihavoiduilla kirjaimilla & = a*g, =
z,g"ja niiden dyadituloa = ® y. Toisen kertaluvun tensoreita merkitian pystyilld lihavoi-
duilla kirjaimilla T = T"g, ® g, = Tg" ® g'. Kovariantti kantajiirjestelmi on { g, } ja
kontravariantti vastaavasti { g* }. Kéytetdin myos suorakulmaista yksikkokantajirjestel-
méd { ex } tai { ey }, jonka kovariantit ja kontravariantit kantavektorit tietenkin yhtyvit.
Esitystapa noudattaa melko tarkasti G.A. Holzapfelin kirjaa [6].

Tarkastellaan kontinuumikappaletta, joka sijaitsee kolmiulotteisessa euklidisessa ava-
ruudessa. Ainepisteen paikkavektori kiintedsséd suorakulmaisessa koordinaatistossa on al-
kutilassa X = X¥e ja deformoituneessa lopputilassa £ = 2*(X ,t)e;,. Koordinaattiak-
selien suuntaiset yksikkokantavektorit ovat { ex = ey }. Alku- ja lopputila referoidaan siis
samaan karteesiseen koordinaatistoon, mutta alkutilaan viittaavana indeksina kaytetaan
isoa kirjainta ja lopputilaan viittaavana pienté kirjainta. Deformaatiossa alkutilan koordi-
naatit X, joita nimitetéin materiaalikoordinaateiksi, muodostavat kiyriviivaisen koor-
dinaatiston, ks. kuva 1. Koordinaatit z* ovat nimelt#isin spatiaalikoordinaatteja. Pisteen
P;, jonka médrittelevit koordinaatit (X!, X% X3), kautta kulkevan koordinaattiviivan
yhtils on muotoa (esim. koordinaattiviiva X') & = 2%(sX!, X2 X3 t)e;, jossa s saa
reaalisia arvoja. Kéyréaviivaisen koordinaatiston koordinaattiviivojen tangenttivektorit

ox™
9k = 8X—Kem (1)
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muodostavat kovariantin kantajirjestelmén { g, }. Niissd kidytetaéin indeksind isoa kir-
jainta osoittamaan, ettd ne ovat materiaalisiin koordinaatteihin kuuluvia vektoreita. Ne
eivit tietenkédn yleensé ole yksikkdvektoreita eivitka valttamattd myoskadn ortogonaa-
lisia. Niitd vastaava resiprookkikanta on

oxXK

Néiden kantavektorien vélinen yhteys on
9K - g = 51\[2' (3)

Deformaatiossa alkutilan viiva-alkio d X kuvautuu viiva-alkioksi dz = FdX deformaa-
tiogradientin F avulla, ks. kuva 1,

ok M M
FZ@XMek®e =gy®er. (4)
Deformoituneen viiva-alkion pituuden nelié on
ds* =dz -dx =dX -FTFdX =dX - CdX. (5)

Muodonmuutostensori C on Cauchyn-Greenin oikeanpuoleinen muodonmuutostensori

oxk ozF

C=F'F= eM eV, 6

XM oxN e © (6)
Vastaavalla tavalla deformoituneen tilan koordinaattiviivat x* esittivit niitd materiaa-
lipartikkeleita, jotka ovat perdisin alkutilan pisteistdi X = XX(z!' 2% 23)ex. (Tami

kédnteinen yhtélo voidaan muodostaa, silla det(F) > 0). Ne muodostavat alkutilassa
kayraviivaiset koordinaatit, joiden tangenttivektorit ovat

G — a;; e (7)
Vastaava resiprookkikanta on
G" = ;;(Ll;ef( . (8)
Néamé kantavektorit toteuttavat yhtalot
G- G™ =k, (9)
Deformaatiogradientin kéénteistensori on
F_lzz);:eK®em:eK®gK:Gm®em. (10)

Deformaatiogradientin kd#nteistensori kuvaa deformoituneen tilan viiva-alkion dz alku-
tilan viiva-alkioksi dX = F~'dz. Alkutilan viiva-alkion pituuden nelié on

dS? =dX -dX =dz-F 'F'dz = dz - b 'dz. (11)
Muodonmuutostensori b on Cauchyn-Greenin vasemmanpuoleinen muodonmuutostensori
dx™ Ox"
— T _
Huomataan vield seuraavien yhtéléiden péatevan
Fex =g, F e =g" TFle, =G, Fle"=aG" (13)



Yleistettyja muodonmuutoksen mittoja

Muodonmuutostensorit C = FTF , U = v/C ja v = RURT ovat positiivisesti definiittejd
symmetrisid tensoreita, joten niiden ominaisarvot ovat positiivisia. R on rotaatiotensori.
Merkitdin C:n ominaisarvoja (p#dvenymien neliditd) A3:lla ja vastaavia ortonormeerat-
tuja ominaisvektoreita (padsuuntia) N :lla. Ylld olevan perusteella voidaan péaatelld, etté
U:n ja v:n ominaisarvot (pdévenymit) ovat samat Ag. Lisdksi ndhdéén, ettd U:lla on
samat ominaisvektorit kuin C:lld ja ettd v:n ominaisvektorit ovat n, = RN k-

Seth [8] ja Hill [3] ovat esitténeet yleiseksi venyméamitan muodoksi

E:f(U>:Zf<)‘k)Nk®Nkn (14)
e=f(v) = f)f @ fuy. (15)
k=1

Venytystensorit U ja v ovat Lagrangen ja Eulerin esitystapojen mukaiset venymaét. Funk-
tiota f nimitetddn skaalausfunktioksi, joka on monotonisesti kasvava ja toteuttaa ehdot
f(1) =0, f'(1) = 1. Seth ja Hill ovat esittidneet skaalausfunktioksi

f()\):l(/\m—l),m%(), fA)=InAm=0. (16)

m

Téatd skaalausfunktiota kiyttden kaavat ( 14 ) ja (15) johtavat muotoihin

EM™ = — (U™ -1), (17)

olm) —

S|— 2=

(v —1). (18)

Alkutilan identiteettitensori on I = N @ N, ja deformoituneen tilan i = n; ® ny.
Lagrangen esitystavan mukaiset venyméamitat ovat silloin

1 1
Greenin-Lagrangen venyma: E® = §(U2 -1I) = é(FTF -1,
1 1
Almansin-Eulerin venymé: E(? = 5(1 -U7?) = RT§(i ~-FTFHR, (19)
3
Biot'n venymé: Ug=EY =U-1= Z()\k — 1)Nk ® Ny,
K=1
3 A A
Henckyn venymaé: EQ =nU= Z(ln M) N @ Ny.
K=1

Uusi venymémitta, Henckyn venymi E© [2], on siis logaritminen vastaten yksidimen-
sioista muotoa ey, = In(l/lp).



2 .2
X,z

X2-viiva
Cy dX A =
X-viiva
Py
€2
0 € le xl

Kuva 1. Koordinaatisto ja alkutila Cy seké lopputila Cy.

Eulerin esitystavassa edella esitetyt venymét ovat

1
Greenin-Lagrangen venymé: e = RE®R" = §(V2 — i),
1
Almansin-Eulerin venymé: e™2 — REC2IRT = 5(1 —v7?), (20)
Biot’'n venymaé: vy =e) =v —i=REWMRT,
3
Henckyn venymé: e® —nv = Z(ln i) o @ oy = REORT.
k=1

Logaritmista venymééd kutsutaan myos luonnolliseksi tai todelliseksi venyméksi. Taméa
johtunee siitd, ettd vetokokeessa todellisen jénnityksen o ja venyménopeuden ¢, tulo
0€10g ON jannityksen teho. Logaritminen muodonmuutostensori on kayttokelpoinen konsti-
tutiivisten mallien yhteydessé, silla se voidaan jakaa helposti additiivisesti tilavuudenmuutos-
ja deviatoriseen osaan [6].

Polaarihajoitelma ja nopeusgradientti

Deformaatiogradientti ja sen kdénteisoperaattori voidaan esittda polaarihajoitelman avul-
la

3 3
F=RU=VvR=) MNa,@N, , F'=U'R"=> \'Ny®n,. (21
k=1 k=1

Rotaatiotensori R ja sen nopeus ovat muotoa

3
R=> n,®N,, QY =RR". (22)

k=1



Antisymmetrinen tensori Q). joka mé&srittad ominaisvektorien N, muutosnopeuden,
saadaan seuraavasti. Ominaisvektori on muotoa

N, =RWVe,

jossa { ey} on kiinted kantajirjestelmi ja R rotaatiomatriisi niin ettd (RM)™! =
(RM)T. Ominaisvektorin aikaderivaatta on silloin

A

Ny =RWe, = RORU)IN, = QU N,
- o) — R(L)(R(L))*l - RM (R(L))T. (23)

Vastaavasti ominaisvektorin 7 = RNk aikaderivaatta on
f, = RN, + RN, = RQVR 4, + Q®n, = Qg (24)
Rotaationopeuksien vilinen riippuvuus on kiertyneessid ominaisvektorikannassa { 7y, }
Q® = o® L ROQWRM. (25)

Deformaatiogradientin aikaderivaatta on

3
F= Z My @ Ny + QEF - FQ®),

k=1

Nopeusgradientti saa silloin muodon

3
L=FF"' =) M\ 'ng @ ay+ QF - FQUE!

k=1

3
= AN @ A+ QP —v(Q® — W)y (26)

k=1

Venyméanopeuden D lausekkeeksi tulee téalloin

3
1 . 1
D= §(L + LT) - § )‘k)‘lzllﬁ'k ® Ry — 5(FQ(L)F—I . F_TQ(L)FT), (27)
k=1

Kiertyménopeus W on vastaavasti

1 1

Néiden komponentit {7 }-kannassa ovat

e B _ By A=A oA =N :
Dy = XAy, D = (7 — 0 )W = Q. YN (k,l =1,2,3, ei summ.), (29)

NN gm oA A

Wi = 0, Wy, = QP — () _q® = Q —Q;
kk » Wik i — (i ik ) AN ik LAY

, (k1 =1,2,3, el summ.).



Venymanopeuden lausekkeet

Venymén muodoista (14) ja (15) venyméanopeuksien lausekkeiksi saadaan

ja

E=Y fOn)AMN,® N+ QYE - EQ® (30)

3
k=1
3 .
é= f,(>\k:)/\k;’hk ® Ny + QFe — eQ®), (31)
k=1

Vertaamalla edelléd olevien lausekkeiden summatermeja ndhdééan helposti, ettéa

é— Qe +eQ® = R[E - QVE + EQPRT. (32)

Lagrangen esitystavan mukaiset venyméanopeudet ovat

3
Green-Lagrange: E® = Z MA N, @ Ny + QUWE® — E@Q®,

k=1
3
Almansi-Euler: EC? = Z )\,;3/.\ka ® N + QUE2 - E-200) (33)
k=1
3
Biot: U = E(l) = Z /\ka (%9 Nk + Q(L)E(l) - E(I)Q(L),
k=1
3
Hencky: EO = (InU)* = Z A,;l;\k]vk @ N + QUE©® — E@OQ®).
k=1

Eulerin esitystavan mukaiset venyméanopeudet ovat vastaavasti

3

Green-Lagrange: & = Z Mty ® 7o + Qe — e2Q®,
k=1
3 .
Almansi-Euler: &2 = Z )\,zgx\kﬁ,k @y + QFe-2) — e2Q®E) (34)
k=1
3 .
Biot: &M =3 "My ® iy, + QPel) — Q)
k=1
3 .
Hencky: &0 = (Inv)® = Z A Ay, ® Ay, + QFe® _ 0OQF)
k=1

Jannitysten ja venymien vastaavuus

Seuraavassa johdetaan jannitysmittojen lausekkeet Kirchhoffin (tai Cauchyn) jénnityksen
funktioina. Jannitysten ja venymien vastaavuus seuraa jannitysten tehon yhtdsuuruudesta

T . E™ = Jo:D=3%:D =%,Dy. (35)

Edella ¥ = Jo on Kirchhoffin jannitystensori. Komponentit ovat kannan { 7y } suhteen.

6



Kaavan (33); mukaan saadaan aluksi

3
1 N A
QUE® = 5 > QY- DN @ Ny, ja E®Q® = § O -1)N® Ny,

k=1 kl 1
mink4 jélkeen saadaan

3

= Zf’ M) AN, @ Ny + = Z QA2 - N)N,® N,
=1 kl 1
Sen jéilkeen muodostetaan kaavan (35) mukaan lauseke
T® . Z T Ak + - Z 70 —\2). (36)
kl 1,k

Jénnitystensori T on Piolan-Kirchhoffin toinen jénnitys. Vertaamalla tiitéd kaavoihin
(29) ja (35) nahdaan, etta

T,ilz) =Y/ MeNr),  (k,[=1,2,3, el summausta). (37)

Sama tulos seuraa myos yvhteydestd T®? = F~'SF-T. Jannityskomponentit 7T k(?) ovat
kannan { N } suhteen.
Almansin-Eulerin venyméé vastaava jannitys seuraa yhtalostéa

3 3

. _ . 1 -
TCOLECY =) TN YD T T - A, (38)
k=1 kd=1,kl
joka antaa yhteyden
Tk(l_2) = Y A, (K1=1,2,3, el summausta). (39)

Sama tulos saadaan yhteydestd T(-2 = FTXF. Jannityskomponentit 7’ k(l_ 2 ovat kannan
{ N} suhteen.

Biot'n jannityksen symmetrisen osan ja vastaavan venymén vélinen yhteys seuraa
yhtildsti

T . ZTkk Ak + Z TP (N = M) (40)
k=1 =1kl

Vertaamalla taas kaavoihin (29) ja (35) ndhddéan Biot'n ja Kirchhoffin jannitysten vélinen
yhteys

1
Tk(l? = Ekk/Alm T]El = éEkl(l/)\k. + 1/)\[) (k,l:1,2,3, el summausta). (41)

Sama tulos saadaan myos Biot’n jéinnityksen symmetrisen osan ja Piolan-Kirchhoffin toi-
sen jannityksen vilisesti yhteydesta T (UT(Q) + TRU).

Piolan-Kirchhoffin ensimméisen Janmtyksen P ja Cauchyn jannityksen vilinen yhteys
saadaan helposti kiayttamalld yhtaloa P = FT®?)

Pkl = /\kT]ElQ) = Zkl/)\l = Jo-kl/)\l, (k,l:1,2,3, ei summausta). (42)

7



O e Xl,l'l

Kuva 2. Vedetty sauva.

Tiss# ensimméinen alaindeksi viittaa kantaan { 7 } ja jilkimméinen kantaan { N }.
Logaritmista venyméi vastaava jannitys saadaan muodostamalla kaavaa (35) kiyttéaen
lauseke

3 3

TOBO =3S"17ON A+ Y 70 (In A — Iny). (43)
k=1 kl=1,k£l

Vertaamalla kaavoihin (29) ja (35) ndhd&én, etta

T = S Ty = S — A2/ [0 In(A /M),
(k #1,  \e # N), (k,1=1,2,3, el summausta). (44)

Téssd on késitelty vain tapausta, jossa ominaisarvot ovat eri suuria. Mm. Macvean [7],
Hoger [4], [5] ja Gurtin [1] ovat tarkastelleet myos muita tapauksia.

Esimerkki 1. Vedetty sauva

Otaksutaan, ettid karteesisen koordinaatiston X!-akseli yhtyy sauvan akseliin. Kantavek-
toreita merkitdin {e;}. Deformaatio on muotoa x! = A\ X! 2? = AX? 23 = AX3,
jossa positiiviset luvut A; ja A kuvaavat venytyksid koordinaattiakselien suunnissa. Sil-
loin deformaatiogradientti on F = \je; ® e! + \ey ® €2 + Mes ® e®. Polaarihajoitelman
rotaatiotensori on yksikkotensori, joten F = U = v. Muodonmuutoksen padsuunnat yh-
tyvét koordinaattiakselien suuntiin, joten N =n, = ey, (kuva 2).

Muodonmuutostensorit ovat

1 1
E(2) = 5()\% — 1)61 & € -+ 5()\2 — 1)(62 X €9 + €3 X 83),
1 1
EY —eP=_(1-XYe1®e+-(1-AH(esQ es+ e3® es),

2 2
E(l) = ()\1 — 1)61 X e + ()\ - 1)(62 Qe+ ez 83),

EQ =ln\e ® e + InA(e; ® ex + €3 ® e3).



X2 g2

)
kX2
X")
1 N,
7 N
N, \2/7 nq
er=g? g2
% } % % % % %
o e = gp X1t ot
1
T g

Kuva 3. Yksinkertainen leikkaus, k = 2/3, § = —18,4°.

Venyménopeudet ovat

E® = \hie; @ el +M(ea® es + e3® e3),
e =2Phier®@er + AP (ea® ex + €3 @ e3),
EV=)e @e +Aea®es+e3® ey),

E(O) = )\Il}\l e e+ )\71).\(62 ® ey + e3® 63),
1 . .
D = §(L —+ LT) = )\1_1/\161 X (4] + /\_1)\(62 X €9 —+ €3 X 63).
Otaksutaan, ettd poikittaiset jannityskomponentit oqs ja o33 ovat nollia. (Karteesisessa
koordinaatistossa kovarianteilla ja kontravarianteilla komponenteilla ei ole eroa, joten kir-
joitetaan jannityskomponenttien indeksit alaindekseini). Talloin eri venyméamittoja vas-
taavat aksiaaliset jannitykset ovat

T®  E® = 7PN\ = A7\ joten T =¥, /A%,
T2 B = TP = DAt joten TP =%5,02

TO BV = TPX = 2pA joten T =3/,

TOEO = 70N =20, joten T =%y,

Piolan-Kirchhoffin ensimmaéinen jannitys saadaan vastaavasti
P: F = Pll/.\l = 211>\1_1/.\1 joten P11 = 211/>\1 = 0'11)\2.

Sauvan deformoitunut poikkipinta on A = A\?Ay, joten P;; on nimellisjinnitys ts. aksiaa-
linen voima jaettuna alkuperaiselld poikkipinta-alalla, kuten myos Biot'n jannitys Tl(i ),

Esimerkki 2. Yksinkertainen leikkaus

Tarkastellaan muodonmuutosta, jota kuvaa yhtalo

X = xlel + 5(7262 + ZE363 = (Xl + k;X2)e1 + X282 + X3e3,

9



jossa k on positiivinen vakio. Kysymyksessd on X'!X2-tasossa tapahtuva deformaatio,
joten késitelladn sitd kaksidimensioisena. Suorakulmainen karteesinen koordinaatisto ja
sithen kuuluva ortonormeerattu kanta { e;, } valitaan seké alku- ettd lopputilan kannaksi
(kuva 3). Deformaatiogradientin lauseke on

F=e ®e +they®e;+e;®e (45)
Konvektiivisen koordinaatiston kovariantit kantavektorit ovat
g1 =e, gy=ke +es.

Kontravariantit vektorit ratkaistaan helposti yhtalosta
_ 1 0
(8" g)=(a g) ' = [__k 1] :
josta ndhdéén, ettd ne ovat

1 2
g =e —key, g° =es.

Maaritetdan aluksi tavanomaiset muodonmuutosmitat, jotka saadaan suoraan deformaa-
tiogradientin (45) avulla. Kédytetdan tensorien asemesta 2x2-matriiseja, joiden alkiot re-
feroidaan ortonormeeratun kannan {ej } suhteen. Deformaatiogradientin matriisi, sen
kédanteismatriisi ja nopeusgradientin matriisi ovat

o R s N P A

Cauchyn-Greenin oikeanpuoleinen muodonmuutos ja Greenin-Lagrangen venymé ovat

1k 0 k/2 } | (47)

C=F'F= [k 1+k2]’E:%<C_I): [m K /2

Cauchyn-Greenin vasemmanpuoleinen muodonmuutos ja Almansin-Eulerin venymé ovat

o[ e[ ]

Tasotapauksessa rotaatiotensorin matriisi on

cos) —sind
R= [ sinf  cos# } ’ (49)
jolloin venytystensori U on
T | cosf  kcosf +sinf
U_RF_[—siné’ cosf — ksinf |-
U:n tulee olla symmetrinen, joten k cos§+sin § = — sin 6. Siitd seuraa tan = —k/2. U:n
lauseke saa silloin muodon
cos 6 —sinf
U= [—sin@ (1+sin29)/cos«9]' (50)

10



Trigonometristen suureiden paikalle voidaan sijoittaa niiden lausekkeet k:n avulla lausut-

tuna
sinf = —(k/2)/v/14 (k/2)?, cosf =1/y/1+ (k/2)2. (51)

Vastaavalla tavalla saadaan venytystensori v

(52)

_FRT — (1+sin?6)/cosf —sind
V= N —sin 6 cosf |-

Tarkastellaan sitten venyméamittoja méérittelyjen (17) ja (18) mukaan. Aluksi on las-
kettava muodonmuutostensorin C ominaisarvot ja ominaisvektorit. Lausekkeen (47) avul-

la saadaan yhtalo
1— A2 k N, 0
{ k 1+k2—)\2}[N2}_{0}’ (53)

josta seuraa

k’2
)\4_(2+)\2)+1:0, J'OStaA%Q:l%—?:I:k 1+ (k/2)2, (54)
ja edelleen

M=V1+(E/224+Kk/2=X =1+ (k/2)2—k/2=)"". (55)

Ominaisvektoreiksi saadaan yhtalosta (53)
N, =ae, + bes, N, = —be, + aes, (56)

jossa lyhenteet a ja b ovat

:%\/1—(k/2)/\/1+(k/2)2, b:%\/1+(k/2)/\/1+(k/2)2. (57)

Vastaavasti Eulerin mukaiset (kiertyneet) ominaisvektorit ovat

fi, = RN, = be, + aey, TNy = RN, = —ae; + be,. (58)
Jos ominaisarvot ja ominaisvektorit lausutaan kulman 6 funktioina, saadaan
\/m \/m
1+sinf’ 1 —siné
\/§ 1+sinf, b= ﬂm

Kirjoitetaan sitten muodonmuutosmittojen lausekkeet, joissa matriisien alkiot ovat
kannan { e } suhteen,

' ) .
E® = J[(¥ - DN1@ Ny + (V2 = N2 @ N
>—a’[0 1

11



1

B = S[(1-A)N @ Ny + (1= 3)N2 @ N,
b —a® [ (a®>—b%)/ab 1
212 7
B 2ab 1 }
0
-2) _ (-2)pT (=2)1 —
RE R ; [e 2ab |: 1 CL _ b2 /ab (59)
EO =[N @ N+ (A7 = )N,y @ Ny
B =6-a | *70 o i

L a+b (b—a)(l+4ab)/ab |’
e = (A=), @6, 4+ (A — 1), ® iy |
[ (b—a)(1+ab)/ab a+b ]

MWy — (p —
[e ] (b a) I a+b a_b_’

. . . . a’> —b>  2ab
InU=mAN;®N; —InAN,® Ny, [IHU]:ln/\{ 2ab b2—a2]’
o o v —a®>  2ab
Inv=InAn; ® n; —Inn, ® n, , [lnv]zln)\[ 2ab a2—b2}'

Ominaisvektorit antavat padvenymien suunnat. Lagrangen mukaiset suunnat X'-akselin
suhteen ovat

! V1 —sinf. (60)

. 1 R
cosl = N, -e; = —V1+sinf, cosyyk =Ny e = —

V2 V2
Vastaavasti Eulerin mukaiset padédvenymaéasuunnat ovat
1 1
cospf =ny-e; = —=v1—sinf, cosf =n,- e, = ———=V1+sind. 61
(2 1er= g (25 2 €l 7 (61)
Venyménopeudet saadaan kaavoista (47), (48), (46), (50) ja (52) derivoimalla ajan
suhteen
. 0 k/2 0 k/2 0 k/2
E=|. . - . : D-| .

[m kk} {k/Z —kk]’ [k/z 0 } (62)
= | —sind —cosf | sinf(142/cos*0) —cosd
U_e{—cose sin9(1+2/00329)} V= 6[ —cos —sinf |’ (63)

)\1 sinf  cosf ; cosf —sind

(InU)* = AL |:COS¢9 —sin@] +0Ink [—siné’ —COSQ:| (64)
)\1 —sinf cosf . —cosf —sinf

(Inv)* = A [ cosf sind } +0In [ —sinf  cosf 1 (65)

Kiertyménopeudet kaavojen (22), (23) ja (25) mukaan ovat

QW] — RIR]T = § { —sin § —cos@} { cosf  sinf ] y { 0 -1 }

cos) —sinf —sinf cosf 1 0
L] _ ROROIT _ | @ —b a b _é 0 1
e e g | (66)

@] = 0]+ RIOIRT =5 | ]



Muodostetaan sitten venyménopeuksien lausekkeet kiyttden esitystapaa (17) ja (18).
Yhtaloista (59) seuraa

E® = 4a§b3[—2b4N1 ® N, +2a*N,® N, + ab(a* — b2)(N1 ® N, +N2®N1)]>
= 4ai:‘nb3[—2a4N1 ® N1 +20"Ny® Ny + ab(a® — b*) (N1 ® Ny + Ny ® Ny
¢ = 4@2()3 [—2a* N, @ 7y + 260y @ Ny — ab(a® — b°) (g ® Ny + Ty ® Ry )],
O B0 = PR 0 Ny @V s Nyt aba? — ) (N1 Nat Naw )|
v=e = 2a§bz [—0°71 @ Ny + a’fy @ Ny — ab(a® — b)(7y @ Ry + Ny ® 7).

Kun néihin sijoitetaan ominaisvektorien lausekkeet (56) ja (58), saadaan venyménopeudet
(62) ja (63). Venyménopeus D on kaavan (27) mukaan
6 - - - - 2 _ 32\ - - -
D= W[Qab(—nl ® Ny + Mo @ Ny) + (a” — %) (Mg ® Ny + Mg @ 1)), (67)
mik4 taas sijoittamalla ominaisvektorit 1 saa muodon (62)3. Logaritmiset venyménopeudet
saadaan kaavoista (59)¢ ja (59)7

1 R R R . b R R .
(ll’lU).:0[%(—N1®N1+N2®N2>—1H5<N1®N2+N2®N1>], (68)
1 . R b, . . . R
(IHV). = 0[%(—7%1 X lflll +no® ng) + In a(nl RNy + Ny @ ’n1>] (69)

Sijoittamalla ndihin ominaisvektorien lausekkeet saadaan taas venyméanopeuksien kaa-
vat (64) ja (65). Matriisimuodossa edelld olevat lausekkeet ovat

: 0 0 —ab
@ = 7
[E ] - 4a3b3 |: —CLb 2(@2 _ b2) :| )

“(—2)7 0 2(0* — a®) —ab
[E( )] - 40,363 |: —CLb 0 :| 9
. (=2 0 0 —ab
7] = 4a3b3 { —ab 2(b* — a?) } ’ (70)
1 (b2 — a2) —2ab
(0] = B0 =0 [ “2ab (% — B)(1 + 20°2) /2022 } ’

(a® — b?)(1 + 2ab?) /2a*h*  —2ab
—2ab (a*> =) |’

0 0 -1
DI = 1 [ 10 }
o 0 1 [ 0*—a* —2ab b 2ab  b? —a?
(InU)’] _9{% [ —2ab  a? —b? } —l—lna [ b2 —a? —2ab } }’
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o A1 [a®>—=0b —2ab b —2ab b* —a?
[(lnv)]:e{%{ —2ab b2—a2}+1n_[62—a2 2ab }}

a
Muodostetaan vield alkutilassa lausuttujen jannitysten lausekkeet Kirchhoffin (tai
Cauchyn) jannitysten funktioina. Kirjoitetaan jannitysten indeksit alaindekseiné, koska ne
referoidaan suorakulmaiseen karteesiseen kantajarjestelmadn. Kaytetdan hyvéksi kaavoja
(37),(39),(41),(44) ja (42). Piolan-Kirchhoffin toiselle jannitykselle saadaan lausekkeet

a? b?
Ty = ﬁxnj Ty = — Y2, Ty = %1 = 1o} = 1.
a
Maéritetdén Piolan-Kirchhoffin jannityskomponentit kiintedn kannan { e } suhteen. Jén-
nitystensori on
TN, @ N, =S5Pe, @ e,

r

Komponenttien vélinen muunnos seuraa ominaisvektorien kaavoista (56)

Sﬁ) SS) :[a —b} [a —b}T.
Sg) Ség) b a b a

Samantapainen muunnos tehdaén Kirchhoffin jannitykselle

2 2
ny T
T2 1 T22

Ekl'ﬁ/k X ’ﬁl = Jarser X es.

Ominaisvektorien (58) avulla saadaan komponenttien muunnoskaava

Y X2 —J b —a B 011 012 b —a
o1 9o a b 0921 022 a b

Muunnoksien jilkeen saadaan, ottaen huomioon, etté téssé tapauksessa J =1,

a2—b2 CL2—622 a2—b2
b (012 + 091) + %022, SS) =012+ b 02

Sg) =01+

2 _ a’ — b’ @ _
Sy = 021 + b 092, S99 = 092.

Vastaavasti menettelemélld saadaan Almansin jénnitykselle aluksi

b (2 @ (~2) (~2)
ﬁzlla T22 = b_22227 T12 - X312 - T21 - Z3217

-2
T1(1 )=

ja sen jalkeen

(-2) (-2) b — a?
S = o, 12 =012+t o, on
B b2 - CL2 _ b2 - a2 (a2 . b2)2
2 2
551 = 021 + ab O11, Ség ) = 0922 + ab (012 + 021) + WUH.

Biot'n jannityksen symmetriselle osalle saadaan vastaavasti menettelemalla

1 1 1
ﬁzw = 2(1) = — o,

b
T = %xy, T =2, TW =
11 11, 22 a 22, 12 2ab

b
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3(@2 _ b2) (CL2 _ b2)2

Sﬁ) = 2ab011 + 5 (O’12 + 021) + TO’QQ,
b? — a? a’ — b?)? 3(a? — b?
Sg) =5 ‘u + 2aboyz — %021 + %@2,
b2 CL2 (CL2 _ b?)2 3 2 b2)
1
Sy = 5 0T g ot 2aboy + 5 22
b2 _ CL2
S%) = 2&()0’22 + (0'12 + 0'21).
Lopuksi Henckyn jannitys saa melkoisen komplisoidut lausekkeet
—b? a® — b?
TO —sy, T =5y TO- Y o, _qo_ -V o
1 ot 2 12T 46202 In(a/b) 2L 46202 In(a/b)

a® —b?
Sg) = [1 + m][Zasz(O’n — 0'22) + ab(a2 — 62)(0'12 + 0'21)] + 0929,
S(O == [ -+ ﬂ][ab(cﬁ — b2)(0'22 — 0'11) + 2a2b2(012 + 0'21) — 0'21] + 0921
12 4a2b%In(a/b) ’
Sgp = [1 + ﬂ][ab(az — b2)<0'22 — 0'11) + 2&262(0'12 + 0'21) — 0'12] + 012
4a2b? In(a/b) ’
S(O) == [1 + ﬂ][2a2b2(022 - 0'11) — (lb(CLQ — b2)<0'12 + 0'21)] + 011.
22 4a2b? In(a/b)

Kirjoitetaan vield Piolan-Kirchhoffin ensimmaéisen jénnityksen vastaavat lausekkeet

1 1
T
PQl P22

2
=Y Blme N, =
k=1
_ i a2b2011 + (Isb(Ulz + 0'21) + CL4O'22 —ab3(011 — 0'22) + b40'12 — a2b2021 (71)
ab —a3b(011 — 0'22) — a4012 + CL2b20'21 a2b2011 — ab3(012 + 0'21) + b40'22 '

Kun matriisin alkiot ovat kannan { e, } suhteen, edelld olevasta saadaan

P11 P12 o i CLbO'11 + (a2 — b2)0'12 012 ) [F] . 8 0 -1
Py Py | ab | (a® = b%)oxn + aboy  abosy |’ ) T 2a22 |0 0

Edelld esitetyistd jédnnitysten ja venyménopeuksien lausekkeista lasketut teholausekkeet
ovat tietenkin yhtédsuuret ts. niilla on arvo W = Ordy = 012k joka oli niiden mééritysehto.

Yhteenveto

Artikkelissa on tarkasteltu kontinuumimekaniikan tavallisimpia venymémittoja R.Hillin ja
B.R.Sethin esittdmén yleisen kaavan perusteella mukaan lukien H.Henckyn logaritminen
venymd. On johdettu venyménopeuksien kaavat ja méiritetty venyméamittoja vastaavat
jannitysmitat. Esimerkkeiné on késitelty vedettya sauvaa ja yksinkertaista leikkausta. Eri
jannitysmittojen lausekkeet Cauchyn jannityksen funktioina on johdettu.

15



Viitteet

1]

[5]

[6]

[7]

8]

M.E. Gurtin and K. Spear. On the relationship between the logarithmic strain rate
and the stretching tensor. International Journal of Solids and Structures, 19:437-444,
1983. doi:10.1016/0020-7683(83)90054-9.

H. Hencky. Uber die Form des Elastizititsgesetzes bei ideal elastischen Stoffen.
Zeitschrift fiir Technische Physik, 9:215-220, 457, 1928.

R. Hill. Aspects of invariance in solid mechanics. Advances in Applied Mechanics, Vol.
18:1-75, 1978. doi:10.1016/S0065-2156(08)70264-3.

A. Hoger. The material time derivative of logarithmic strain. International Journal
of Solids and Structures, 22(9):1019-1032, 1986. doi:10.1016/0020-7683(86)90034-X.

A. Hoger. The stress conjugate to logarithmic strain. International Journal of Solids
and Structures, 23(12):1645-1656, 1987. doi:10.1016,/0020-7683(87)90115-6.

G.A. Holzapfel. Nonlinear Solid Mechanics - A Continuum Approach for Engineering.
John Wiley & Sons, 2000.

D.B. Macvean. Elementararbeit in einem Kontinuum und die Zuordnung von
Spannungs- und Verzerrungstensoren. Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und
Physik, 19:157-185, 1968. doi:10.1007/BF01601465.

B.R. Seth. Generalized strain measure with applications to physical problems. In
M. Reiner and D. Abir, editors, Second-Order Effects in FElasticity, Plasticity and
Fluid Dynamics, IUTAM Symposium, Haifa, Israel, 23-27.4.1963, 1964.

Martti Mikkola
Aalto-yliopisto
Rakennustekniikan laitos
PL 12100, 00076 Aalto
martti.mikkola@aalto.fi

16


http://dx.doi.org/10.1016/0020-7683(83)90054-9
http://dx.doi.org/10.1016/S0065-2156(08)70264-3
http://dx.doi.org/10.1016/0020-7683(86)90034-X
http://dx.doi.org/10.1016/0020-7683(87)90115-6
http://dx.doi.org/10.1007/BF01601465

	Johdanto
	Yleistettyjä muodonmuutoksen mittoja
	Polaarihajoitelma ja nopeusgradientti
	Venymänopeuden lausekkeet
	Jännitysten ja venymien vastaavuus
	Esimerkki 1. Vedetty sauva
	Esimerkki 2. Yksinkertainen leikkaus
	Yhteenveto

