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Johdanto 

Tämä artikkeli sisältää kommentteja, erityisesti historiallista perspektiiviä, Rakenteiden 

Mekaniikka -lehdessä julkaistuihin teknisiin selvityksiin ”Tarkkoja elementtejä helposti” 

[1] ja ”Tarkka liittopalkkielementti helposti” [2]. Yksi tekninen, tai voisi ehkä sanoa 

tieteellinen, kommentti esitetään koskien vapausastesiirtymien ja vapausastevoimien va-

lintaa. Se esitetään siksi, että jos esitettyä menetelmää aikoo käyttää uuden probleeman 

ratkaisuun, niin kommentti on syytä ottaa huomioon. 

Historiaa lyhyesti 

Lehdessä julkaistuissa teknisissä selvityksissä [1] ja [2] ei ole kuvattu menetelmien his-

toriaa, mutta tässä artikkelissa esitetään lyhyet katsaukset historiaan, jotta lukijat saisivat 

käsityksen esitettyjen menetelmien taustoista ja käytöstä aiemmin. Teknisissä selvityk-

sissä [1] ja [2] on esitetty, kuinka tarkkoja jäykkyysmatriiseja saadaan vallitsevien diffe-

rentiaaliyhtälöiden ratkaisuista. Täsmälleen samaa menetelmää kuin teknisessä selvityk-

sessä [1] on käytetty mm. lähteissä [8], [11] ja [12] sekä hieman elegantimmin lähteessä 

[15].  

     Teknisessä selvityksessä [2] on johdettu liittopalkin differentiaaliyhtälöt, kun liitto-

palkki on muodostettu kahdesta erilaisesta kimmoisesta palkista, joita yhdistää kimmoi-

nen väliaine. Kyseessä on kerrospalkin erikoistapaus ja kerrospalkin teoria on ollut tun-

nettu jo noin 80 vuotta (ks. [4], [5], [7], [10], [13], [14] ja [16]). Lähteissä [7], [14] ja [16] 

tarkasteltiin naulattuja puupalkkeja. Lähteessä [5] käsiteltiin aukollisia leikkausseiniä ja 

lähteessä [4] Vierendeel-kannattimia. Kerrospalkkiteorialla on analysoitu betoni–teräs-

liittopalkkeja [13] kuten myös sandwich-rakenteita [10]. Kun uusia sovellutuksia teh-

dään, niin tapana on usein johtaa kerrospalkin teoria uudestaan [17]. Tämän lehden artik-

keleissa on käytetty kerrospalkkien teoriaa mm. lähteessä [9]. Uusimpia julkaisuja koski-
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en liittopalkkeja on esimerkiksi [3]. Runsaimmin kerrospalkkiteorian sovellutuksia löy-

tynee sandwich-rakenteiden analyyseistä. Mennään seuraavaksi tekniseen kommenttiin. 

Tekninen kommentti 

Teknisessä selvityksessä [2] on kirjoitettu koskien vapausastesiirtymien ja vapausaste-

voimien valintaa: ”vapausastesiirtymiksi otetaan…” ja vapausastevoimiksi otetaan…”. 

Lukijalle saattaa jäädä käsitys, että ne voidaan valita vapaasti. Kimmoisen kappaleen me-

kaniikka hallitaan kappaleen sisällä differentiaaliyhtälöillä ja kappaleen reunoilla reuna-

ehdoilla. Kimmoteoreettisen tehtävän yksikäsitteisen ratkaisun olemassaolon edellytys 

on, että reunaehdot ovat komplementaariset. Komplementaariset reunaehdot voidaan 

johtaa tarkastelemalla rakenteen potentiaalienergian stationäärisyyttä ja kerrospalkille tä-

mä on tehty lähteessä [8]. Käyttäen lähteen [8] merkintöjä taivutetun jänneväliltään L 

mittaisen kerrospalkin homogeeniset komplementaariset reunaehdot voidaan esittää muo-

dossa 

 

/0
𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀𝜑 − 𝑀0𝛾) = 0,                                                (1)  

 

missä Q on palkin leikkausvoima, M on palkin taivutusmomentti, M0 on kerrospalkin 

paarteiden taivutusmomenttien summa, v on palkin taipuma, φ on palkin kiertymä ja γ on 

liukukulma mitattuna paarteiden keskiöissä. Näiden suureiden välillä on voimassa yhtälö 

 

𝜑 = 𝑣′ − 𝛾,                                                                 (2) 

 

ja oletetaan, että paarteiden keskiöt säilyvät taivutuksessa samalla linjalla. Tämä on yksi 

teorian perusoletus, ns. yleistetty Bernoullin hypoteesi, joka on tuotu kerrospalkin teori-

aan ensimmäisen kerran lähteessä [16].   

     Komplementaariset reunaehdot voidaan esittää monessa muodossa. Lähteen [6] ker-

rospalkin tarkassa elementtimenetelmän formuloinnissa on käytetty muotoa 

 

/0
𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀𝑣′ + 𝑀𝑠𝛾) = 0,                                                (3) 

 

joka saadaan kaavasta (1) muokkaamalla: 

 

/0
𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀𝜑 − 𝑀0𝛾) =/0

𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀(𝑣′ − 𝛾) − 𝑀0) => 

 

/0
𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀𝑣′ + (𝑀 − 𝑀0)𝛾) =/0

𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀𝑣′ + 𝑀𝑠𝛾) = 0.                 (4)                                                 

 

Kaavasta (1) saadaan muokkaamalla myös 

 

/0
𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀𝜑 − 𝑀0𝛾) =/0

𝐿(𝑄𝑣 − (𝑀0 + 𝑀𝑠)(𝑣′ − 𝛾) − 𝑀𝑜𝛾) = 0 =>                                                                        
 

/0
𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀0𝑣′ + 𝑀0𝛾 − 𝑀𝑠𝑣′ + 𝑀𝑠𝛾 − 𝑀0𝛾) =/0

𝐿(𝑄𝑣 − 𝑀0𝑣′ − 𝑀𝑠𝜑) = 0,      (5) 
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ja tätä viimeistä muotoa on käytetty teknisessä selvityksessä [2] eli reunaehdot ovat 

komplementaariset. Lähteessä [8] on esitetty myös muita käytettyjä muotoja komplemen-

taarisista reunaehdoista.                                             
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