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Johdanto

Lahteessé [1] esitettiin kdytantd, jolla voidaan muodostaa tarkkoja palkkielementtejé sys-
temaattisesti ja mahdollisimman vahalla tyolld. Tassé artikkelissa tarkastellaan liitto-
palkkielementtid. Ensin johdetaan liittopalkin analyyttinen ratkaisu integrointivakioiden
avulla lausuttuna. Sitten johdetaan elementtien vapausastesiirtymien ja vapausastevoi-
mien sekd integrointivakioiden vélisissd yhteyksiss esiintyvat matriisit A, a, B, F .
Naiden avulla saadaan helposti elementin jaykkyysmatriisi ja kuormitusvektori seka tar-
kat siirtyma- ja voimasuureet elementin alueella lahteessa [1] kuvatulla tavalla.

Liittopalkin yhtaloita

Tarkastellaan kahdesta osapalkista 1 ja 2 koostuvaa liittopalkkia, jonka liitos on joustava.
Sen poikkileikkaus on kuvan 1a mukainen. Koordinaatiston origo on asetettu vetokeski-
60n (kimmomoduuleilla painotettuun pintakeskioon) C, jolloin on voimaassa yhteys

—E,Ae, +E,Ae, =0, )
missa E,, A ja e (i=12) ovat osapalkkien kimmomoduulit, pinta-alat ja pintakeski-
Oiden etaisyydet vetokeskitsta C.

Osapalkit ovat Euler—Bernoulli palkkeja, joiden taipumat otaksutaan yhta suuriksi
v(x) . Deformaatiossa (kuva 2) ne paésevat liukumaan toistensa suhteen siirtyméaeron ol-
lessa A(x) . Osapalkkien pintakeskididen vélisen janan C,C, kiertyméakulmaa &,(x) kut-
sutaan liittopalkin kiertymaksi ja liukumisesta aiheutuvaa kulmaa

y=arctan(A/e)~Ale (2)
sen liukumakulmaksi. Liittopalkin kiertyméllad 6,(x) ja osapalkkien kiertymélla &, (x)
on kuvan 2 perusteella
O =V'-7, =V, (3)
missd v'(x) on akselin Kiertyma.
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Kuva 1. Liittopalkin (a) poikkileikkaus ja (b) osapalkkien voimasuureet
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Kuva 2. Liittopalkin deformaatio

Liitoksen otaksutaan toimivan lineaarisesti kimmoisesti siten, etta liitospinnan keski-
madraisell& leikkausjannitykselld 7(x) ja osapalkkien siirtymaerolla on yhteys
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7=KA,
missa k on jaykkyyskerroin. Liitoksen leikkausvuolle r(x) (kuva 1b) saadaan
r = 7b = kbA = kbey, 4)
missa b on palkkien liitospinnan leveys.
Kuvassa 1b on esitetty osapalkkien jannitysresutantit N;, Q;, M,, (i=1,2) ja leik-
kausvuo r. Osapalkkien differentiaaliset momenttitasapainoyhtélot ovat
Q =M{+rdy, Q, =M +rd,, (5)
misséa d; ja d, ovat osapalkkien pintakeskididen etaisyydet liitoksesta. Liittopalkin jan-
nitysresultanteiksi valitaan normaalivoima N =N;+N,, leikkausvoima Q =Q; +Q,,
liittovaikutuksen taivutusmomentti M, =—N;e; + N,e, (c, composite action) ja osapalk-
kien taivutusmomenttisumma My =M; + M, (b, beam action). Tassé otaksutaan, etta
palkkia kuormittaa vain poikittainen kuormitus, jolloin N = 0. Leikkausvoimalle saadaan

Q=Q,+Q, =M;+Mj+r(d;+dy,) =My +re. (6)
Kuvan 2 perusteella ndhdaan, ettd osapalkkien aksiaaliset siirtymat ovat
U =U+€6,, Uy =U—eyb,. (7)
Osapalkkien normaalivoimille saadaan
Ny =E AU =B AU+ E ARG, Ny =EyAu; = E;AU'-E) Ayl @)
Liittovaikutuksen taivutusmomentille saadaan
M =—Nyey +Npe, = (~ErAer + Ep A )’ — (ErAef + EpAe5)6; 9)
ja ottamalla huomioon yhteys (1) tulos
M, =-B.6,, (10)
missé
B, = E,Ae’ +E,Ae’ (11)
on vastaava taivutusjaykkyys. Osapalkkien taivutusmomenteille saadaan
M; =—E L&, M, =—E, 1,4, (12)

missd 1; ja I, ovat osapalkkien jayhyysmomentit (oman pintakeskitakselinsa suhteen)
ja niiden summalle

M, =M;+M, =-By g, =—B,v", (13)
missa
B, = El; +El, (14)
on vastaava taivutusjaykkyys. Palkin kokonaistaivutusmomentille saadaan
M=M_,+M,=-B6b,-B¢g =-B.(vV'-y)-BV'=-BV"+B ), (15)
missa
B=B,+B, (16)

on koko poikkileikkauksen taivutusjaykkyys. Sijoittamalla tulos (13) ja (4) leikkausvoi-
man lausekkeeseen (6) saadaan
Q =—B,v" +kbe?y . (17)
Sijoittamalla lausekkeet (17) ja (15) koko palkin differentiaalisiin tasapainoyhtal6ihin
Q'+g=0 ja M'=Q saadaan taipumalle v(x) ja liukumakulmalle y(x) differentiaaliyh-
talopari
~B,v* +kbe*'+q=0, B, (v"—»")+kbe’y =0. (18)

39



Sen yleinen ratkaisu on

v=C,+Cx+Cx*+C,x* +C, cosh%x+Cﬁsinh%x+V,

(19)
y = —6%04 +C,(1+ a)%sinh%x+CG(1+a)%cos%x+7,
missa on otettu k&yttdon dimensiottomat vakiot
kbe’B
A= = 20
B B, B F= kbe 12 (20)

(Ratkaisun voi todentaa sijoituksella.) Kiertymille 6.(x), 6,(x), taivutusmomenteille
M_.(x), M,(x) ja leikkausvoimalle Q(x) integrointivakioiden C,, (i=1---,6) avulla
lausuttuina saadaan

0,(x) =C, +2Cx+ (3x* +641*)C, - C, fsmh : -C aTZcosh%jLé(x),
(21)
6,(x) = C, +2C,x+3C,x* +C, %sinhﬂﬁtc6 %cosh%jtéb(x).
AX AX
M.(x)=-2B,C,-6B.xC, +C aB( )? coshT+C aB( )? S|nhT+M (x),
AX AX
M, (x) =-2B,C, -6B,xC, —-C B( )? cos hT—C B (—) S|nh|—+M (x), (22)

Q(x) =—-6BC, +Q(X).
Yksityisratkaisuja v(x) ja y(x) vastaavat kiertymat, taivutusmomentit ja leikkausvoima
lausekkeissa (21) ja (22) ovat

6,(x) =V'(x) =7 (x), G,(x)=V(x),
M, (x) = =B, (%), M, (x) =-B,8,(x), Q(x) = M{(x) + M/ (x).
Yksityisratkaisut, kun jakautunut kuorma on tasainen, eli q(x)=q,, ovat
T qo 4 v 2 qo
=—0x", =—p1°2x. 24
V) =2 g X ) =-p1R X (24)

(Ne voidaan todentaa sijoituksella.) Yksityisratkaisuja vastaaville kiertymille, taivutus-
momenteille ja leikkausvoimalle saadaan kaavoilla (23)

6.00 = o (1 +651°%), e(x)——Bx

(X)—— °(X +21%), M, (X)——2 BX Q(x) =gy

(23)

(25)

Matriisit A, a, B ja F

Elementin yleistetyt siirtymdvapausasteet ja niiden positiiviset suunnat on esitetty ku-
vassa 3. Vapausastesiirtymiksi otetaan taipumat a;, a; , liittopalkin kiertymat a;, a:
ja osapalkkien kiertymét a5, a; elementin paissd. Vapausastevoimiksi otetaan voimat
F°, F/, liittovaikutuksen momentit F,, F’ ja osapalkkien momenttisummat F;, FS ele-

mentin paissa. Elementin vapausastesiirtymien ja siséisten siirtymasuureiden véliset
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yhteensopivuusehdot seka vapausastevoimien ja sisdisten voimasuureiden véliset tasa-
painoehdot ovat
a; =v(0), a, =0.(0), a; =6,(0), a; =v(l), a; =6.(1), ag =6,(1), (26)

F°=-Q(0), K, =M_(0), iy =M,(0), F; =Q(l), K =-M_(l), FZ =-M_(I). (27)

e e
as, F;

e e
% S

Kuva 3. Liittopalkkielementti

Soveltamalla lausekkeita (19a) ja (21) saadaan vapausastesiirtymét (26) lausutuiksi
integrointivakioiden avulla muodossa a® = AC+a , missa

10 0 0 1 0
01 0 6 0 ak -
al p T v
a 8.0
2 01 0 0 0 % 7.0)
=151 A= ) ; ca={" (28)
a; 11 1 I ch sh v(l)
% 01 21 31°a+28) -Psh -“en %.(1)
a¢ | | a.(1)
01 21 3|2 %sh %ch

Soveltamalla lausekkeita (22) saadaan vapausastevoimat (27) lausutuiksi integrointivaki-
oiden avulla muodossa F* =BC+F , missa

0 0 0 6B 0 0
Fe 0 0 2B, 0 aB, (%)2 0 _0(0)
= MC 0
o 00 —2B, O —Bb(i)2 0 1.(0)
=L F B = I F-= I\/E(O) . (29)
Fel 00 0 -6B 0 0 ’ Q)
Fs 0 0 2B, 6Bl —asc(i)zch —aBC(i)Zsh -M.()
R ' ' M, (1)
A A
0 0 2B, 6Bl Bb(T)Zch Bb(T)Zsh

Lausekkeissa (28) ja (29) on kéytetty lyhennysmerkintéja sh=sinh A ja ch=coshA.
Nain saatiin matriisit A, a, B ja F johdetuiksi liittopalkkielementille. Niiden avulla
saadaan lahteessa [1] kuvatulla tavalla méaritetyksi liittopalkkielementin jaykkyysmat-
riisi ja kuormitusvektori sek tarkat siirtyma- ja voimasuureet elementin alueella.

41



Esimerkki

Kuvan 4 kaksiaukkoista liittopalkkia kuormittaa pistekuorma F ensimmadisen janteen
keskipisteessa ja oma paino g = F / L. Palkin vasen p&a on jaykésti kiinnitetty siten, etta
v(0)=0, 6,(0)=0, 6,(0)=0, ja oikea p&a vapaasti tuettu siten, ettd v(2L)=0,
M.(2L) =0, My (2L)=0. Osapalkkien kimmomoduulit ovat E; =E, E, =15E ja lii-
toksen jaykkyyskerroin k =0,5-E /a. Kuvan pituusmitoille on voimassa L=10a. Tai-
vutusjaykkyyksille saatiin B_ ~ 0,44022Ea*, B, ~0,66283Ea*, B~11031Ea‘. Ku-
vassa 5 on esitetty laskelman tuloksena saadut taipuman ja taivutusmomenttien jakaumat.
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Kuva 4. (a) kaksiaukkoinen liittopalkki (b) poikkileikkaus
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Kuva 5. (a) taipumav(X) ja (b) taivutusmomentitM (x) , M (X) ja M, (X)
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