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Ortotrooppinen lineaarikimmoinen materiaalimalli

Kari Kolari, Reijo Kouhia!

Tiivistelmd. Artikkelissa johdetaan lineaarisesti kimmoisan ortotrooppisen materiaalimallin
konstitutiivinen yhtalo invarianttiteorian avulla koordinaatistoriippumattomassa muodossa. Or-
totrooppinen symmetriaryhmé méaritellaéin kolmen ortogonaalisen yksikkévektorin avulla. Or-
totrooppisen aineen invarianttikanta koostuu seitsemésté invariantista, joiden avulla jénnitys-
energian tai vastaavasti venyméenergian lausekkeet voidaan konstruoida. Materiaaliparametrien
termodynaamiset rajoitteet ja kimmokertoimien monotonisuusehdot johdetaan. Esimerkkein&
tarkastellaan balsapuuta, douglaskoivua, seké reiden ja sdéren tiivisluun parametreja.
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Johdanto

Materiaalin symmetrialla tarkoitetaan materiaalin tietyn pisteen ominaisuuksien vaihte-
lua suunnan suhteen [3, sivu 139]. Mikéli ominaisuudet ovat suunnasta riippumattomia
kutsutaan materiaalia isotrooppiseksi, muussa tapauksessa anisotrooppiseksi. Lineaari-
sesti kimmoisalla materiaalilla on kahdeksan mahdollista symmetriaryhméa [2], [3, Lu-
ku 4.5], [5], [6, Luku 6], ne ovat trikliininen, monokliininen, kuubinen, ortotrooppinen,
trigonaalinen, tetragonaalinen, poikittaisisotrooppinen ja isotrooppinen. Ortotrooppisella
materiaalilla on kolme symmetriatasoa, jotka ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Tyypil-
lisid ortotrooppisia materiaaleja ovat valssatut metallit, puu, paperi ja luu sekéd kahteen
suuntaan kuituvahvistetut komposiittimateriaalit.

Téssé artikkelissa johdetaan lineaarisesti kimmoisan ortotrooppisen aineen seké jousto-
muotoinen, ettéd jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtalo yleisessd muodossa kéyttéaen
tensoriarvoisten skalaarifunktioiden invarianttiteoriaa. Mallin parametrit johdetaan myos
fysikalisesti mielekkédiden materiaalivakioiden, kuten kimmo- ja liukukertoimien seké Pois-
sonin vakioiden avulla, miké lienee artikkelin térkein uutuusarvo. Lisdksi tarkastellaan
termodynaamisia rajoitteita ja kimmokertoimien monotonisuusehtoja, jotka johdetaan
kaikissa kolmessa ortotropiatasossa. Spencerin [15] artikkeli on itsenéinen esitys teorian
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matemaattiseen perustaan. Sovelluksia esitetdén Boehlerin [1] ja Zhangin [18] artikkeleis-
sa. Hyvin tiivis esitys invariattiteoriasta on Truesdellin ja Nollin ensyklopedia-artikkelin
luvussa 8, joka on julkaistu vuonna 2004 kirjana [17]. Tamé&n artikkelin merkinnét pe-
rustuvat ldhteisiin [12, Luku 4] ja [13, Luku 6]. Invarianttiteorian alkujuurista materiaa-
limallinnuksesta kiinnostuneille suositellaan lahteita [14, 16].

Ortotrooppinen lineaarikimmoinen materiaalimalli

Ortotrooppisella aineella on symmetriaominaisuus, joka kuvataan symmetriaryhmén|[12]

Gy = {Q e OV), Q(m; ® my) = m; ® my,
Q(my @ my) = my @ My, Q(Mm3 @ m3) = mz@ms}, (1)

avulla, jossa O(V') on kolmidimensioisen euklidisen vektoriavaruuden V' ortogonaaliryhmaé.
Ortotrooppinen ryhmé G, siséltédé siten kierrot @, jotka siilyttéavét kolme ortogonaalista
suuntaa m;, ¢ = 1,2, 3.

Materiaalia, jolla on olemassa kimmoinen potentiaali, sanotaan Greenin kimmoisak-
si tai hyperkimmoisaksi materiaaliksi. Kuten edellisessd artikkelissamme [9] tarkastellaan
seuraavassa hyperkimmoisen konstitutiivisen yhteyden muodostamista ldhtien komple-
mentaarisesta venyméenergiatiheydestéa

We =Weo, M1, M,) = W(QoQ", QM,Q", QM,Q"), (2)

jossa M; = m; ® m; on ortotropiatasoon, jonka yksikkonormaali on m,;, liittyva ra-
kennetensori (matriisimuodossa M; = [M;] = m;m}) ja @ on ortotrooppiseen symmet-
riaryhméén Gy kuuluva ortogonaalinen tensori. Ortotrooppisen kimmoisan aineen esitys-
lause? ilmaisee jénnitysenergian riippuvuuden seitsemésté jinnitysinvariantista [1, 12, 13]

we :WC(117]27]37]4a]5a]6a-[7)a (3)
jossa jannitysinvariantit I; ovat

1 1
L =tro, L= 51:1"(0'2), Iy = - tr(a?),

Ii=tr(eM,), Is=tr(eM,), Is=tr(c’M,), I;=tr(c’M,). (4)

w

Invariantit 14 ja I voidaan kirjoittaa my6s muodossa
Iy =tr(c M) = my-omy, Is = tr(o?M,) = mi-0°m,. (5)

Vastaavasti voidaan kirjoittaa myos invarianteille I ja I7.
Ortotropiatasojen ortogonaalisuudesta seuraan rakennetensoreiden M ; vilinen yhteys

M1+M2+M3:I' (6)
Téata yhteyttd voidaan kayttaa hyvaksi

UM1+UM2+UM3:O'(Ml—f-Mg—l—Mg):O', (7)
M10'+M20'+M30':(M1+M2+M3>0':0', (8)

2Esityslauseet ovat hyvin vahva tyokalu konstitutiivisten yhtiloiden muodostamisessa. Niiden todis-
taminen on kuitenkin varsin hankalaa.
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laskemalla puolittain yhteen saadaan
o=1ocM,+Mo)+ 3(cMs+ Mso)+ (o M;+ M;o), 9)

ja
tr o =tr(cM,) +tr(cMs) + tr(ocM3). (10)

Aivan vastaavalla tavalla paadytdan tulokseen
tr (%) = tr(6” M) + tr(o” My) + tr(o® M3). (11)
Téten invarianttikannalle (4) vaihtoehtoinen esitys on
L =tr(eM,), ©Lb=tr(eM,), I3=tr(cMj),

1
Iy = tr(a'QMl), Is = tr(0'2M2), Is = tr(6’M3), I = gtr(a'g’), (12)

jossa kaikki kolme rakennetensoria esiintyvit.
Yleisin mahdollinen kimmoinen ortotrooppinen konstitutiivinen yhtélo saadaan deri-
voimalla invarianttikannan (12) avulla lausuttu jénnitysenergia (3) jannityksen suhteen

owe N awe

* T 00 £ 0I O
owe owe owe owe
=M +—My+ —M3+— M+ M
o, Mt gy Ma G Ma oMt Moy
we owe owe
M,+ M M;+ M 2, 13
+3[5 (oM, + 2U)+8]6<U 3+ 3a)+al7a (13)
Rajoituttaessa lineaarisen malliin, on derivaattojen OW¢/0I; toteutettava
owe
= b1l + 1]z + 13, (14)
ol
owe
= b2]1 + b3]2 + 03]3, (15)
01,
owe
== b4[1+b5[2+b613, (16)
013
owe
=b 17
814 7y ( )
owe
= 18
815 b8a ( )
owe
=b 19
816 95 ( )
owe
=0. 20
oL (20)

koska kaikkien termien on yhtélossé (13) oltava jannityksen o suhteen lineaarisia. Identi-
teetista
*we  PWe

oLoI;, ~ OL0I; (1)
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saadaan

g (oWe o (o0We
8_12 ( a[l ) = 8_[1 ( (9[2 ) = (1= bz, (22)
o (owWe o (oWe
8_13(811> —8—11(813) = o = by, (23)
o (owWe g (owWe
— = = b, 24
o1, ( o1, > o1, ( o1, ) = a=b (24)

Lineaarikimmoisalla ortotrooppisella materiaalilla on siten yhdeksédn materiaaliparamet-
ria ja sen konstitutiivinen yhtdlo voidaan kirjoittaa yleisessé koordinaatistosta riippumat-
tomassa muodossa

e= [htr(eM,)+bytr(cMs) + bytr(e M) M,
+ [botr(o M) + by tr(oMy) + bs tr(o M 3)] M
+ [bytr(oM ) + bstr(oc M) + bgtr(o M 3)| M 5
+b(cM;,+ Mo)+bs(cMs+ Myo) + by(oc M3+ Mso). (25)

Epélineaarisesti kimmoisan ortotrooppisen aineen hyperelastisia malleja on esitetty
mm. l&dhteessa [7].

Materiaaliparametrit

Johdetaan seuraavaksi materiaaliparametrien by, ..., by lausekkeet ilmaistuna fysikaali-
sesti mielekkédiden kimmovakioiden avulla [10]. Tata varten tarkastellaan erikoistapausta,
jossa ortotropiatasojen normaalin suunnat yhtyvét koordinaattiakselien suuntiin. Fysikaa-
lisesti jarkevét materiaaliparametrit ovat kimmokertoimet Ey, Fy ja F3 koordinaattiak-
selien suunnissa, leikkauskertoimet G, Goz ja G13 sekéd Poissonin vakiot vqs, 13 ja 143.
Voigtin merkintdtavassa jénnitys- ja venymétensorit kirjoitetaan vektoreina ja kéiytetdan
seuraavaa jarjestysté jannitys- ja venyméakomponenteille

~ T - R T
0 = (011,090,033, To3, T13, T12).  ja € = [€11, €22, €33, V23, V13, V12) - (26)

Superpositioperaatteen nojalla on helppo péaétyd komplianssimatriisiin

1/E1 —1/21/E2 —1/31/E3 O O O
—1/12/E1 1/E2 —V32/E3 0 0 0
. —1/13/E1 —1/23/E2 ]./Eg 0 0 0
D= 0 0 0 1/Gas 0 0 (27)
0 0 0 0 1/Gys 0
i 0 0 0 0 0 1/Gh2 ]
Komplianssimatriisin D symmetrian nojalla seuraavien ehtojen on oltava voimassa
v _ v U _vmo v Vs (28)
E, Ey E;  E E, Ej
tai kirjoitettuna helpommin muistettavassa muodossa
VijEj = VjiEi- (29)
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Yleisen muodon (25) erikoistapauksessa, jossa m; = (1,0,0)T, my = (0,1,0)T ja
ms = (0,0,1)T, saadaan rakennetensoreille matriisiesitykset

100 000 000
Mi=1000O0], Myg=1|0120]|, Mg=1[ 00 0 ], (30)
0 00 0 00 0 01
ja
2011 Ti2 Ti3 0 72 O
[O’Ml] + [Mla'] = T12 0 0 N [UMQ] + [MQO'} = T12 20'22 T23 s
T13 0 0 0 T23 0
0 0 713
[UMg]-F[MgO’}: 0 0 T23 . (31)
T13 T2z 2033
Invarianteilla Iy, ..., I3 on nyt lausekkeet
Il :tr(O'Ml) =011, _[2 :tr(a'Mg) = 029, Ig :tl'(O'Mg) — 033- (32)

Téten konstitutiivinen yhtalo (25) auki kirjoitettuna on muotoa

€11 €12 €13
€12 €22 ¢&23 =
€13 €23 £33

1 0 0
[byo11 + baoag + byoss) | O 0 + [bao11 + b3o2e + bsoss] | O
0 0 0
0
0
0

0
1
0
0 0 20’11 T12 T13
0 0 | +br T12 0 0 +
0 1 713 0 0
0 0
1 0

T12 0 0 T13
+bs | T2 2092 T23 | +bo| O T3 | . (33)
0 73 O Ti3 Te3 2033
Kootaan tulokset yhteen ja otetaan huomioon ettd Voigtin merkintétavassa leikkausmuo-

donmuutokset esitetdén liukukulman v;; = 2¢;; avulla, saadaan viimein joustomuotoinen

konstitutiivinen yhtalo
€ = Dea, (34)

jossa materiaalin komplianssi- eli joustomatriisi on

b1 + 2b7 by by 0 0 0
b2 bs + 2bg bs 0 0 0
_ by bs be + 2bg 0 0 0
D= 0 0 0 2(bsg + by) 0 0 (35)
0 0 0 0 2(b7 + bg) 0
0 0 0 0 0 2(by 4 bg)
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Materiaaliparametrit b; yhtélossd (25) voidaan ratkaista yhtaloistd (35) ja (27), ja
tuloksena on

TR S —— (36)
r= E1 2G23 2G12 2G137
1 1 1 1
by = — — — 37
5= B, T 2Gn  2G,  2G (37)
b= ! ! (38)
6 Es  2G1  2Gy3 2G5
V12 Vo1
by = — — = —— 39
V31 V13
by = — =/ =— 4
4 E3 El ) ( 0)
Va3 V32
65 EQ ES ) ( )
1 1 1 1
by =— , 42
! (G12 Gis G23) (42)
1 1 1 1
by = — — , 43
T4 <G12 Gos G13> (43)
1 1 1 1
by = — — 44
! (st Gis Gl?) (44)

Termodynaamiset rajoitteet

Jotta venymé- tai jinnitysenergia olisi positiivinen kaikilla venymien arvoilla, on materiaa-
lin kimmoisen komplianssimatrisin, ja siten myos materiaalin kimmoisen jaykkyysmatriisin
oltava positiivisesti definiitti. Valttdmé&ton ja riittdva ehto matriisin positiividefiniittiy-
delle on, ettéd kaikki sen padalideterminantit ovat positiivisia. Téten kaikkien kimmo- ja
leikkauskertoimien on oltava positiivisia

E > 0, Ey > 0, Es > 0, G > 0, Gz > 0, ja Gz > 0. (45)
kuten myo6s seuraavien alideterminanttien
1/Ey  —uvo1/Es 1 —vyove
= —F7—>0, 46
—1/12/E1 1/E2 E1E2 ( )
1/E2 —V32/E3 1-— Vo3l32
=— >0, 47
—1/23/E2 1/E3 E2E3 ( )
]./El —1/31/E3 1-— V13V31
— >0, 48
—1/13/E1 ]./Eg E1E3 ( )
ja
1/Ey  —vn/E, —uvsi/FE;3
—vip/En 1/Ey  —usy/Es
—vi3/Ey —vos/Ey  1/E;
_ 1 — v19101 — Vo330 — V31113 — Vi2lagl31 — V3ala1l13 0. (49)
B E5Es
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Koska kimmokertoimet ovat positiivisia, epayhtélot (46)-(48) voidaan esittdd muodossa
1— VijVji > 0, (50)

ja ottaen huomioon resiprookkiyhtélét (29) muuntuu ehto muotoon

1-— l/lQJij/.EZ >0, tai |Vij| < 4/ El/EJ (51)

Téten komplianssimatriisi on positiiisesti definiitti mikali epayhtélot (45) ja (51) sekéd
seuraava Poissonin lukuja sitova ehto on voimassa

A =1 — V91 — Vaglsg — V31113 — V1ala3l31 — Vaalaiig > 0. (52)

Monotonisuusehdot

Termodynaamiset rajoitteet ovat vélttamattomia. Jos oletaan, ettd padsuunnat edustavat
materiaalin jaykkyyden tai kimmoisuuden dériarvoja, on siité seurauksena liséehtoja ma-
teriaaliparametrien vililla. Tarkastellaan kimmokertoimen muuttumista kolmessa tasossa.
Ensimmaisend tarkastellaan yksiakselista jannitystilaa x;-5 tasossa, talloin jannitystensori
on

O =0ny® Ny, jossa My = (cosia,sin g, 0)T. (53)

Kéytetddn lyhennysmerkint6ja c1o = cos i ja s12 = sin 19, jolloin venymén lauseke (25)
saadaan muotoon

g = [(blcfz + ng%g)Ml + (bQC%Q + b38%2)M2 + (b4C%2 + b5S%Z)M3+
+ br(n12emy) (12 @ My + My ® Nig) + bg(n12-my) (N1 ® Mo + Mo ® nlz)]U- (54)

Venymaétensorin nollasta eroavat komponentit ovat siten €11, €92, €12 ja £33, ja niille saadaan
lausekkeet

by + 267)¢2, + basalo, (55)
[(bs + 2bg) 57, + baciyo, (56)
(b7 + bg)s12c120, (57)
( (58)

bicly + bssi) 0

€11
€22
€12
€33
Havaitaan, ettd jénnitys ja venymétensori eivit ole koaksiaalisia, eli niilld on eridvét

padsuunnat. Taméa on anisotrooppisille aineille ominaista. Venyma vektorin n, suunnassa
on

2 2
e(n12) = Mig-€M1y = Cye11 + 251212612 + S12°E92, (59)

ja kimmokertoimen lausekkeeksi suunnassa nq, saadaan

E,
E = :
- 14 2v +&—£ Cla+2 by —&—y c2+ﬂ o
TR Ge) T T\26e B )RR
Merkitéisin x = ¢2, ja tutkitaan nimitt4jin
E. E\ , £, E Ey
=(1+2 —-— - — 2 - - — 61
f(z) ( 2w+ o G12) L (2G12 5, y12)) Tt (61)
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B .
G2
Eq Eq
L — 149 =1
Gor + 2v12 + z,
°
@
FE
2(1 + v12) G—1 =2(1+v12)
| ° 21
|
|
|
|
|
|
1 E1/E2

Kuva 1. Monotonisuusehtojen (65) rajaama alue on viritetty keltaisella. Pistekohtia vastaavat kimmoker-
toimen suuntariippuvuudet on esitetty kuvassa 2. Aluetta rajaavien suorien yhtélot on esimerkinomaisesti
kirjoitettu 1-2 tasossa.

monotonisuutta. Funktio f on monotoninen vililld « € [0, 1] mikéli sen derivaatalla x:n
suhteen ei ole nollakohtaa tuolla valilla. Tadméa ehto toteutuu mikéali

. By E . Ey B
Vig T+ —= — Mo+ — —
ﬂ _ Es 2G4 >1, tai Ey 2Gyy < 0. (62)
R oy, B Lo+ B
U B G 2B, G
Tarkastellaan ensin ensimmaéista epayhtélod, joka johtaa rajoitteeseen
E
LS 2(1 4 1), (63)
G2
mikéli lausekkeen (62) nimittéjd on positiivinen, eli
Ey Ey . By B
— <14+2vp+—= t — > — —1—2u. 64
Gio e Ey o Ey G Y2 (64)

Mikéli nimittdja on negatiivinen kééntyy epédyhtiloiden (63) ja (64) suunta.
Jalkimmaéinen ehdoista voi toteutua vain jos osoittaja ja nimittidja ovat erimerkkisié.
Téten monotonisuusehto rajautuu alueeseen joka méaardytyy epayhtaloiden

E; . E E;
— > 2(1 — <2 — 65
G (1+v12) ja G (V12 + E2) (65)

madrittdméaan sektoriin, jota on havainnollistettu kuvassa 1.
Aivan vastaavalla tavalla voidaan késitelld xq, v3- seké 3, x1-tasot. Tuloksena saadaan
rajoitteet

Es ) Ey Ey
22 S 90 22 9 =2 66
G (14 123) ja Cos (VQS + E3> (66)
Es ) Ey Ey
— > 2(1 —_— <2 — . 67
G (L+1s) Jja G <V13 * E3> (67)
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E(y12)/Eq

04

o

7rl/8 7rl/4 371:/8 /2
Y12

Kuva 2. Kimmokertoimen riippuvuus suunnasta n13(t12) kun Ey/Es = 2 ja v1 = 0,25. Alhaalta ylospéin
kéyrit vastaavat kohtia Ey /G2 = 6,4, 3, ja 2.

Taulukko 1. Balsapuun ja douglaskuusen kimmovakiot [8, Taulukko 52, sivu 165].

Eq Es Es Va3 V13 V12 Gas Gis G2
puulaji MPa MPa MPa - - - MPa MPa MPa

balsapuu 6274 296 103 0,66 049 0,23 200 33 310
douglaskuusi 16400 1300 900 0,62 0,37 0,43 910 79 1180

Kuvassa 2 on havainnollistettu kimmokertoimen muuttumista suunnassa 112(1)12)
neljassd kuvan 1 pisteessi jossa E1/FEy = 2 ja vip = 0,25, mutta suhde F;/Gio vaih-
telee: E1/G1a = 6 sekéd osoittaja g ettd nimittdja go negatiivisia, E;/G1o = 4 jolloin
osoittaja ja nimittdja ovat erimerkkisid, F1/G12 = 3 sekd osoittaja ettd nimittéja po-
sitiivisia ja epdyhtédlo (63) toteutuu, Ej/Gis = 2 jolloin sekd nimittdja ettd osoittaja
positiivisia, mutta ehto (63) ei toteudu.

Taulukossa 1 on esitetty balsapuun ja douglaskoivun kimmovakioita [8, Taulukko 52,
sivu 165]. Naytteiden kosteuspitoisuus on ollut 9%. Kuvassa 3 on esitetty kimmokertoimen
suuntariippuvuus tasoissa 1-2, 2-3 ja 1-3. Suunta 1 on aksiaalisuunta, eli puun kasvusuun-
ta, 2 on sdteen suunta ja 3 tangentiaalisuunta. Havaitaan, ettd vain tasossa 1-2 mono-
tonisuusehdot toteutuvat. Tasossa 2-3 rikotaan ehtoa Fy/Gas > 2(1 + 143, eli balsapuun
lukuarvoilla 1,48 »# 3,32, tdmé vastaa monotonisuusehtoja havainnollistavassa kuvassa 1
alinta mustaa pistettd. Vastaavasti tasossa 1-3 rikotaan ehtoa F1/G13 < 2(v13 + E1/Es),
joka balsapuun lukuarvoilla antaa 207,6 £ 37,2 ja jota vastaa punaista pistettd kuvassa
1. Monotonisuusehtojen rikkominen voi johtua mittausvirheisté leikkauskertoimien Gag ja
(G13 méarityksessé.

Taulukossa 2 on esitetty ihmisen sééren ja reiden kuivan tiivisluun kimmovakioita [4,
Taulukko 11.2; sivu 357]. Suunta 3 on luun pituussuunta, 1 on sdteen suunta ja 2 tan-
gentiaalinen suunta. Kimmokertoimen suuntariippuvuutta on havainnollistettu kuvassa
4, josta havaitaan, ettd monotonisuusehdot toteutuvat kaikissa tasoissa.
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14 . . 1.6

19—

1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

E(i;)/ E;
E(i;)/ E;

0 /8  w/4

djij

3m/8

/2 0

/8  w/4 371"/8

¢ij

Kuva 3. Kimmokertoimen riippuvuus suunnasta n;;(1;;) Balsapuulle (vasemmalla) ja ménnylle (oikealla).

Taulukko 2. Thmisen sééren ja reiden kuivan tiivisluun kimmovakioita [4, Taulukko 11.2, sivu 357].

. Ey Ey E3 Va3 Vi3 Vi2 Gas Gi3 Gia
luu  mittaustapa MPa MPa  MPa - - - MPa MPa MPa
sddri mekaaninen 6910 8510 18400 0,14 0,12 0,49 4910 3560 2410
reisi  ultradéni 12000 13400 20000 0,235 0,222 0,376 6230 5610 4530

2-8 T T T

12—
2.6 23 —
2.4 -13
L 22 -
Sy =
3 s 3
= 1.6 + =

14 F

1.2

1 1 1

0 /8 w/4 3w/8 w/2
Yij

Kuva 4. Kimmokertoimen riippuvuus suunnasta n;;(1;;) siéri-
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Jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtalo

Aivan vastaavasti kuin joustomuotoinen yht#lo (25) voidaan venyméenergiasta ldhtien
johtaa jaykkyysmuotoinen konstitutivinen yhtalo

o= |agtr(eMy)+ astr(eMy) + aytr(eM3)| M,
+ lagtr(eM ) + aztr(e M3) + as tr(e M 3)| M 5
+ [agtr(e M) + astr(e M) + ag tr(e M 3)| M 5
+ar(eMy+ Me) + ag(eMy+ Mse) + ag(e M5 + M se), (68)

joka Voigtin esitystavalla voidaan kirjoittaa muodossa
o = Cé, (69)

jossa materiaalin jaykkyysmatriisi C on

a1 + 2ar a2 ay 0 0 0
a a3 + 2ag as 0 0 0
_ Qq as ae + 2ag 0 0 0
€= 0 0 0 (as + ag) 0 0 > (10)
0 0 0 0 (a7 + ag) 0
0 0 0 0 0 (a7 + as)

jossa jannitys ja venyméakomponenttien jirjestys on kuten kaavoissa (26). Parametrit az, ag
ja ag voidaan helposti lausua leikkauskertoimien avulla

a7 = Gz + Gia — Gas, ag = Gia + Gz — Gi3, a9 = Gz + Gag — Ga. (71)

Tarkastellaan seuraavaksi yksiakselista normaalijannitystilaa x; akselin suunnassa, jolloin
€99 = —U19€11 ja €33 = —13€11. Merkitddn normaalijannityksiin liittyvid diagonaaliter-
meJa CH =a; + 2@7, 022 =as+ 2@8 ja 033 = ag + 2@9, saadaan yhtalot

011 = (011 — V1209 — V13G4)€11 = Eien,
O22 = (Gz — 1205 — V13a5)€11 =0,

033 = (as — vi2a5 — v13C33)en = 0. (72)

Tarvitaan vield kolme yhtéloa. Kaksi saadaan yksiakselisesta jannitystilasta, jossa gqg # 0,
talloin €11 = —U21&922 ja £33 = —U/923E92.

o11 = (—v21C11 + ag — va3a4)e22 = 0,
092 = (—va1ag + Cag — Va3a5)e99 = Faean,

033 = (—u21a4 + a5 — V23033)522 =0. <73)

Mikéli o33 on ainoa nollasta eroava jéannityskomponentti, €17 = —v31€33, 990 = —1/30€33,
vastaavat yhtélot ovat

o11 = (—v51C11 — vseas + ay)ess = 0,
092 = (—v3109 — 13205 + a5)ess = 0,

033 = (—1/316L4 — Vs3G5 + 033)522 = E3533- (74)
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Ratkaisuksi saadaan

Cn = #Eh (75)
Co = #Em (76)
On =", (77)
4y — Va1 +AV23V31 o V12 +AVl3V32 By, (78)
g = V31 +AV32V21 B = V13 +A1/12V23 B, (79)
a5 = V32 +AV31V12 By — V23 +AV21V13 B, (80)

jossa A on mééritelty lausekkeella (52). Vakiot a1, a3 ja ag ovat

1 — vo3v

ap = 011 — 2(17 = %El + 2(G23 - G13 - G12), (81)
1 — 30

as = 022 — 2@8 = %Eb + 2<C7Y13 - G12 - G23)7 (82)
1—

g — 033 - 2@9 = %%Eg + 2<G12 - G23 - G13)' (83)

Ortotrooppisen lineaarisesti kimmoisan aineen jaykkyysmatriisi erikoistapauksessa,
jossa materiaalin padsuunnat yhtyvit koordinaattiakselien suuntaan, on siten muotoa

(1 —voswze) By /A (v12 4+ vigvsa) Ea /A (v13 + vioves)E3/A 0 0 0
(1 — 1/131/31)E2/A (V23 + V211/13)E3/A 0 0 0
o (1 — 1/121/21)E3/A 0 0 0
€= Gos 0 0 (84)
Gi3 0
symm. G
Materiaalin jaykkyystensori
Lineaarinen yhtélo (68) voidaan kirjoittaa myos muodossa
Oi5 = Uijki€kl, (85)

jossa jaykkyystensori Cjj; on

Cijrr = arMayig Mye + ag(Mayij Moy + M2y Mayw) + azM2yi; My +
+ as (Mg Mgy + Mgy Myr) + as(M)yig My + My M) + asMz)i; Mayn+
+ a7 (6 M1y; + Mayinoiy) + as(0i My + M2yindi;) + ag(dx M2y + Mzyirdi;).  (86)

Vastaavanlainen muoto voidaan johtaa myos joustotensorille D;jy.
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Yhteenveto

Téssé artikkelissa on johdettu lineaarisesti kimmoisan ortotrooppisen aineen joustomuo-
toinen ja jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtélo. Johto tehtiin invarianttiteorian avul-
la yleisessé koordinaatistosta riippumattomassa muodossa, yhtélot (25) ja (68). Yhtaloissé
tarvittavat yhdeksén toisistaan riippumatonta materiaalivakiota johdettiin fysikaalisesti
mielekkéiden suureiden, kolmen materiaalin pddasuunnan kimmokertoimen, kolmen liuku-
kertoimen ja kolmen Poissonin vakion avulla. Joustomuotoinen konstitutiivinen yhtalo

on
€ = [bl tI'(O'Ml) + b2 tI‘(O’Mg) + b4 tr(G'Mg)] M1
+ [bQ tI‘(O’Ml) + bg tI'(O'Mz) + b5 tI‘(O’Mg)] M2
+ [b4 tl"(G'Ml) + b5 tI‘(O‘MQ) + b6 tl"(O'Mg)] M3
+b7(0’M1+M10’)—|—b8(O'M2+M20')—|—bg<O'M3+M30')
jossa materiaalivakiot by, ..., by ovat
oo L, 1 1 1
YTE T 2Ga 2Gh  2Ghs
oo L, 1 1 1
ST By, 2Ghs 2Gi  2Gas]
b 1 1 1 1
L S Te I Te D Te I
po_ V2 vm
2 El EQ?
b _VaL_ Vi
4 E3 E17
o Vm_ VB
5 E2 E37

Vastaavasti jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtélé on

o= |atr(eM,)+ axtr(eMy) + agtr(e M 3)| M,
+ [agtr(e M) + agtr(e My) + as tr(e M 3)| M 5
+ lagtr(eM ) + astr(e My) + ag tr(e M 3)| M 3
+a7;(eMy+ Mig) + ag(eMy+ Moe) + ag(eM 3 + M 3e),
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jossa

jossa

Viitt

1]

materiaalivakiot aq, ..., a9 ovat
ap = #fﬁ +2(Gaz — Gi3 — Gha),
az = #EQ +2(G13 — Gz — Ga3),
ag = #Es +2(G1z2 — Gaz — G13),
4y = V12 +A1/13V32 By,
g = V13 +A1/12V23 B,
as — V23 +AV21V13 B,

a7 = Gi3 + G2 — Gas,
ags = G2 + Gag — (3,
ag = Gz + Gaz — Ga,

A=1- VigV91 — Vo3lV32 — V31113 — Vi12V93V31 — V321/21V13. (52)
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