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Tiivistelma Artikkelissa tarkastellaan sekaformulaation ja elementtimenetelman soveltamista
tasomuodonmuutostapauksessa Galerkin-pienimman nelién keinoa kayttaen. Taysin kokoonpu-
ristumattoman aineen liséksi késitellaan erityisesti myds yleista kokoonpuristuvaa tapausta. Ai-
nemallina on isotrooppinen Hooken laki. Numeerisissa sovelluksissa kaytetdan kolmisolmuista
kolmioelementtid. Suoritetaan vertailua puhtaalla siirtymé&formulaatiolla saatuihin tuloksiin.
Sensitointiparametrin arvon méaaritystapa kuvataan.
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Johdanto

Puhtaaseen siirtymaformulaatioon perustuva elementtimenetelma ei tunnetusti toimi
taysin kokoonpuristumattoman aineen tapauksessa. Tavanomainen keino kiertada ongel-
ma on soveltaa sekaformulaatiota (engl. mixed formulation) eli ottaa perustuntematto-
maksi siirtymékomponenttien lisaksi myds niin sanottu keskipaine (engl. mean pressu-
re). Lisaksi tiedetdan, etta kirjanpidollisesti miellyttavéa tapa valita painesolmuarvot (siis
samoihin solmupisteisiin kuin siirtymésolmuarvot) vaatii onnistuakseen esimerkiksi Ga-
lerkin-pienimmaén nelion keinon kayttoa ([1], [2]); pelkka Galerkinin keino ei toimi.
Tassa artikkelissa tarkastellaan sekaformulaation soveltamista tasomuodonmuutosti-
lassa paitsi kokoonpuristumattomassa tapauksessa myos yleisemmin. Tavoitteena on ha-
vainnollistaa erdita kasittelyyn liittyvia piirteitd, jotka eivat tule esille puhtaan siirtyma-
formulaation yhteydessd. Esimerkkitapauksia esitetddn kolmisolmuisen kolmioelemen-
tin yhteydessd ja tehdadn vertailuja puhtaan siirtymamenetelmén antamien tulosten

Yastuullinen kirjoittaja: jouni.freund@aalto.fi

161


http://rakenteidenmekaniikka.journal.fi/
https://doi.org/10.23998/rm.136079
https://doi.org/10.23998/rm.136079

kanssa. Galerkin-pienimman nelion keinoon liittyvén sensitointiparametrin méaaritystapa
selostetaan.

Perusyhtalot

Tarkastellaan kaksidimensioista tasomuodonmuutostapausta ja sovelletaan karteesisia
suorakulmaisia x, y-koordinaatteja ja pienten siirtymien teoriaa. Tasomuodonmuutosti-
lan otaksuma merkitsee, ettd z-akselin suuntainen siirtymékomponentti w héaviaa ja siis
vastaava muodonmuutoskomponentti ¢, =0 ja lisdksi yy, =0, yy; =0. Otaksutaan ta-
vanomainen isotrooppinen Hooken lain mukainen materiaalimalli. Materiaali tulee tay-
sin kokoonpuristumattomaksi, kun Poissonin luku saa arvon 1/ 2. Puhdasta siirtyméfor-
mulaatiota soveltavassa elementtimenetelmassa tulee numeerisia ongelmia, kun Poisso-
nin luku lahestyy kyseista arvoa.
Hooken laki voidaan esittdd muodossa

v v
6X=ZG(8X+E8V), Gy=26(8y+mé‘v), Txy =Tyx =Gy 1)

jossa niin sanottu dilataatio eli suhteellinen tilavuudenmuutos (engl. dilatation, volume
strain)

&y =é&x &y (2)

ja jossa G on liukukerroin ja v Poissonin luku. Muiden merkinttjen sisaltd otaksutaan
tutuksi. Méaaritellaan keskipaine

oy +0y
2

Suureet &y ja p ovat invariantteina (arvo ei muutu koordinaatiston kierrossa) jatkon
kannalta tarkeitd muuttujia. Keskipaine maaritellaan kirjallisuudessa tavallisesti suuree-
na —(ox +oy +oz)/3; esimerkiksi [3]. Téssa sovellettu "kaksidimensioinen” muoto (3)
yksinkertaistaa hieman lopullisesti syntyvié lausekkeita. Liséksi kaavassa (3) on toimit-
tu lahteen [2] tapaan ilman miinusmerkin kayttoa.

Kahden ensimmadisen kaavan (1) puolittainen yhteenlasku ja keskipaineen maaritel-
man soveltaminen antaa tuloksen

p= (3)

p= Kng' (4)
jossa niin sanottu puristuvuuskerroin (engl. bulk modulus)
G
KP = : 5
1-2v ©)

Yhtéloa (4) tullaan nimittdmaan téssa ja jatkossa (eri muodoissaan) paineyhtéloksi. Pai-
neyhtald on sekaformulaatiossa tarvittava tasapainoyhtél6ita taydentava oleellinen lisa-
yhtéld. Paineyhtéld on siis konstitutiivinen materiaalin kayttaytymista kuvaava yhtalo,
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kun taas jaljempdand esitetyt tasapainoyhtalt (11) ja (12) patevat materiaalista riippu-
matta. Huomautettakoon viel, ettd tassa maéritelty puristuvuuskerroin KP poikkeaa
kirjallisuudessa esitetysta tavanomaisesta lausekkeesta K =G 2(1+v)/[3(1—2v)].

Ottamalla huomioon kaavat (4) ja (5) Hooken laki (1) tulee keskipaineen sisaltdvaan
muotoon

O'X:G(Ex—gy)+p, O'y:G(gy_gx)"'p’ Txy:nyy- (6)

Vallitsevat kinemaattiset yhteydet ovat

ou ov ou ov ou ov
Ex=—y Ey=— Iy=—t— &=_+_, (7)
OX oy oy OX ox oy
jossa u ja v ovat x- ja y-akselin suuntaiset siirtymakomponentit. Takaisin alkuperéi-
seen esitysmuotoon paadytddn sijoittamalla paineeseen liittyvéa konstitutiivinen yhteys
(4) lausekkeisiin (6). Sekaformulaatiossa keskipainetta pidetadn kuitenkin yhtend perus-
tuntemattomista.
Paineyhtalt kirjataan vield siirtymdkomponentit mukana olevaan (residuaali)muo-
toon

szgv Kp p—&‘i‘g—ﬁ =0. (8)

Tamaé on sekaformulaation perustuntemattomissa u, v, p esitetty paineyhtéalo.
Siirrytaan kinetiikkaan. Tasapainoyhtal6t ovat

R, = agxx X b, =0, (9
do, Ot
VE_ayy+ a))((y+by=0, (10)

joissa by ja by ovat annetut voimat (tilavuutta kohti). Jos G ja v otaksutaan paikan suh-
teen vakioiksi, saadaan aikaisemmat konstitutiiviset ja kinemaattiset riippuvuudet huo-
mioon ottaen yhtalot

R, _6(82 ou ) =0, (11)

2
R—G(Va)apb_o (12)

Né&ma ovat sekaformulaation perustuntemattomissa u, v, p esitetyt tasapainoyhtalét. Yh-
talot ovat samaa muotoa kuin kaksidimensioista niin sanottua Stokesin virtausta (hidasta
kokoonpuristumatonta viskoosia virtausta) kuvaavat yhtalét. Suureet u ja v ovat talléin
virtauksen nopeuskomponentit ja G on nesteen viskositeeetti. Stokesin probleemaa on
késitelty paljon myds elementtimenetelman avulla ja arvattavasti naita sovelluksia voi-
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daan sopivasti laajentaen hyodyntdd myos kiintedn aineen mekaniikassa. Muun muassa
viitteessa [2, s. 333] on juuri tdhan liittyva huomautus koskien viitettd [1], joka k&-
sittelee Stokesin probleemaa Galerkin-pienimman nelion keinon avulla.

Saattaa aluksi tuntua tarpeettomalta Kirjata yksityiskohtaisesti esille yllaesitettyja
kaavoja, koska tasapainoyhtéldiden sijasta on yleensé totuttu aloittamaan elementtime-
netelmén kasittely suoremmin virtuaalisen tyon periaatteen avulla (johon itse asiassa pa-
lataan seuraavassa luvussa.) Mutta Galerkin-pienimman nelion keinon yhteydessé pie-
nimmaéan nelion keinon soveltamisessa tullaan kuitenkin tarvitsemaan yhtaloitad (11) ja
(12).

Sekaformulaation reunaehdot muodostuvat samaan tapaan kuin puhtaassa siirtyma-
formulaatiossa annetuista siirtymista ja traktioista. Jos reunaehdot koskevat kuitenkin
pelk&stadn siirtymid ja kyseessa on taysin kokoonpuristumaton tapaus, siirtymien tulee
toteuttaa tunnetusti ehto

L (nyu+nyv)ds=0. (13)

Tass4 integraali on tarkasteltavan tasoalueen reunan s yli ja ny ja ny ovat reunan yksik-
konormaalivektorin komponentit. Talldin keskipaineen jakauma ei mydskaan maaraydy
ellei siitd anneta jokin lisatieto kuten arvo tietyssa pisteessa.

Heikot muodot

Elementtimenetelman ldhtékohtana ovat tunnetusti differentiaaliyhtaldiden (eli niin sa-
nottujen vahvojen muotojen) sijasta niin sanotut heikot muodot (engl. weak forms). On
tavallaan "onnekas sattuma", ettd puhtaassa siirtymaformulaatiossa heikkona muotona
kéytetdédn juuri virtuaalisen tyon periaatetta, jossa testi- eli painofunktioina ovat siirty-
mien variaatiot du ja dv eli virtuaaliset siirtymat. Virtuaalisen tyon periaate on meka-
niikan tuntijalle tuttu jo muista yhteyksista, joten periaatteen soveltaminen elementtime-
netelmén yhteydessa voi siis tapahtua juohevasti. Kun nyt siirrytddn sekaformulaatioon
ja mukaan tulee vield pienimman nelion keinon antama lisdosuus, kasittely mutkistuu
huomattavasti. Jatketaan Kirjoittamalla ensin yleinen heikko muoto

SW =WV +3WP +sws =0, (14)

jonka eri osuuksia tullaan selostamaan seuraavassa.
Siséisten voimien, tilavuusvoiman ja pintavoiman virtuaalisen tyon lauseke on muo-
toa

WY = [ (35,0, +36,0y +87,yTyy ) dA+

+[  (Bub, +3vb, )dA+ jst (3ut, +vt, )ds. (15)

Merkintd A tarkoittaa tarkasteltavan kappaleen tayttdamaa tasoaluetta ja s sen reunaa.
Erityisesti s; viittaa reunan niin sanottuun traktio-osaan, jolla traktiokomponentit ty ja
ty ovat annetut. Reunan osalla s, jolla siirtymakomponentit u ja v ovat annetut, vas-
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taavat variaatiot asetetaan nolliksi. Yhtalén merkkivalinta on tehty niin, ettd positiivis-
ten voimakomponenttien ja positiivisten virtuaalisten siirtymien tapauksessa vastaava
virtuaalinen ty6 on positiivinen. Soveltamalla riippuvuuksia (6) saadaan yksityiskohtai-
sempi esitys

swV = —jA(S(gX —£,)G(&, —gy)+6yxyeyxy)dA—jA(5gv p)dA+
+ jA(aubX +3vhy )dA+ jst (3ut, +3vt,)ds. (16)

Se, ettd mukana on nyt puhtaaseen siirtymamenetelmaén verrattuna my0s paineosuus ei
ymmaérrettavasti muuta sovellettavia testifunktioita.

Paineyhtaloon (8) liittyva heikon muodon osuus syntyy tassé ottamalla testifunkti-
oksi —dp:

1
SWP:—jASp(gV—Fp)dA. (17)

Nyt on siis taytynyt tehdd valinta kéytetysta testifunktiosta. Tuntuu intuitiivisesti luon-
tevalta ottaa siksi juuri paineen variaatio op (eika esimerkiksi éu tai v ), mutta miksi
miinusmerkki? Aiheeseen liittyvd4 matematiikkaa on késitelty liitteessé B.

Kokoonpuristumattomassa tapauksessa kun KP — o, péaidytdan tavanomaiseen
Stokesin probleeman esitykseen ja esimerkiksi kdytanndssd mukavan paloittain lineaari-
sen approksimaation kayton siirtymélle ja paineelle tiedetddn johtavan toimimattomaan
menetelmaan. Lisatddn ongelman korjaamiseksi heikkoon muotoon yhtéldihin (11) ja
(12) perustuva pienimman neliGsumman termi

R, (R,
SWLS:J.AS{RV} [T]{RV}dA' (18)

jossa esiintyva sensitointimatriisi yksinkertaistettuna muotoon

[7] =r[; ﬂ (19)

riippuu muun muassa approksimaatiosta ja elementin geometriasta. Liitteessd A on se-
lostettu sensitointiparametrin z arvon méaritystd. Se perustuu elementin muodonmuu-
tosenergian ja sopivan referenssiratkaisun késitteiden hyvéksikayttéon. Tarkennuksena
vield termin (18) siséltoon todetaan seuraavaa. Lahtokohtana on ollut pienimmaén nelién

funktionaali
R1T (R
%jA{R”} [r]{RU}dA. (20)

Ensinndkin siis mukaan on otettu vain tasapainoyhtélot, ei paineyhtalda. Lisédksi meidan
ei tarvitse suorittaa testifunktion valintaa, silla eteneminen tapahtuu variaatiolaskennan
mukaisesti vaatimalla funktionaalin (20) ensimmadisen variaation havidmista. Saadaan
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tulos, jonka mukaan lausekkeen (18) tulee havita. Tarkastelemalla sitten kaavoja (11) ja
(12) havaitaan, ettd testifunktioiksi tulee periaatteessa suureita G o%5u/ ox?,
Go2su/oy?, a5p/ox jne. Nyt kuitenkin taman artikkelin jatkossa siirtymille ja pai-
neelle kaytetadan elementtiapproksimaatiossa paikan suhteen vain lineaarisia lausekkeita.
Talloin jaljelle jaa lopuksi vain testifunktioiden 6dp/ox ja 0dp/dy antama osuus, jossa
aaltomerkint viittaa elementtiapproksimaatioon.

Matriisimerkintgja

Sovelletaan tavanomaiseen tapaan elementtimenetelm&&n liittyen matriisimerkintoja
seuraten pitkéalti viitetta [2]. Ensinnékin kirjataan sarakematriisit

w-fh el w-{ol @ ol el e

y y
Txy Vxy
Lisaksi madritella&n operaattorimatriisit
olox 0
[S]=| 0 oley|, [S']=[o/ox oloy], (22)
oloy ol0ox
jolloin
{e}=[SHu}, &, =[S"Hu} (23)
ja otetaan kayttoon "kimmomatriisi*
1 -10
[D]=G|-1 1 O0]. (24)
0 0 1

Heikon muodon osuudet (16), (17) ja (18) saavat naiden merkintdjen avulla seuraa-
van ulkonaon:

swY =-[ (IS}4out)' [DIIS]{u}dA- [, pISY{su}dA+

+jA{6u}T {brdA+ Lt (SuyT {tids, (25)
WP =], 5p (1"} u} -~ p)dA (26)
WS = [ 7[SY13p(IS"1" p-+1{b})dA . (27)
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Nyt mukana on siis jo siirtym& matriisivastineensa {u} kautta ja on oletettu, etta pie-
nimmaéan nelidsumman termin sisaltdmat toiset derivaatat havidvat ja ettd sensitointimat-
riisi on yhtalon (19) tyyppia.

Kolmisolmuinen kolmioelementti

Edellisissé luvuissa selostettua teoriaa sovelletaan kolmisolmuisen kolmioelementin ta-
pauksessa. Kuvassa 1 on esitetty joitakin merkint6jé yleiselle elementille ja sen refe-
renssivastineelle (engl. reference element, parent element). Sovelletaan isoparametrista
kuvausta; esimerkiksi [2].

L2
[

fa) 0 (b)

Kuva 1. (a) Referenssielementti; (b) Elementti xy-tasossa.
Muotofunktiot (pinta-alakoordinaatit) ovat
Ny=1-&-n, Ny=&, Ny=7. (28)

Perustuntemattomia approksimoidaan taten muodoissa

P=Npp;+N;yp,+N3ps. (31)
Isoparametrinen esitys antaa samoin elementin alueella
Noudattaen jalleen lahteen [2] merkintdja muotofunktioiden derivaatoiksi saadaan
N b N )

ox  2A oy 2A
jossa

bi=Y,—V3, CQ=Xzg—X, - (35)
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ja jossa pisteet tarkoittavat, ettd lisdkaavoja syntyy indeksien 1, 2, 3 syklisella permutaa-
tiolla. Merkintdd A kaytetadan kolmion pinta-alalle:

ZA:blCZ—bzc_L:"' (36)

Tarvitaan myos elementin alueen A® yli otettuja integraaleja. Ndama voidaan maarittaa
suorittamalla integrointi lopuksi referenssielementin alueen yli:

[ TO0Y)BA=2AL T[T F(m)drlde (37)

Tassa kaytetaan lausekkeita (32) ja (33) antamaan x and y suureissa & ja 7.

Kolmioelementeistd muodostuvan elementtiverkon solmumuuttujien listaus tapahtuu
jarjestyksessa: globaali solmunumero 1, muuttujat u;, vi, pz1, globaali solmunumero 2,
muuttujat u,, vo, p2, jne. Erillisen yleisen elementin kasittelyssa on kuitenkin havain-
nollisempaa muodostaa solmumuuttujien listaus seuraavasti:

@Y= v u v, ug vgl' (38)
ja
@}=lp p, psl'. (39)
Talloin saadaan kaavojen (29)—(31) sijasta matriisiesitykset
{uj =[N"I{a"}, (40)
jossa
L PN @
ja
p=[N"Ka"}, (42)
jossa
[NPT=[N; N, Ns]. (43)
Vield todetaan, ettd
[SHu}=[S]IN"{a"}=[BKa"} (44)
ja
[S'I{u}=[S"]IN"Ha"}=[B"Ha"}. (45)

On siis madritelty kaksi apumatriisia [B] ja [B"].
Kun heikkoja muotoja sovelletaan elementtitasolla, esiintyvat integraalit on luonnol-
lisesti otettava elementin alueen A® ja sen reunan s® yli. Elementtiosuuksien lausekkei-
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den yksityiskohtaista johtoa ei kéyda tassa lapi. Kun otetaan huomioon, ettd variaatiot
{6a"} ja {6aP} ovat mielivaltaisia, paadytaan lopuksi osuuksiin

{F'}=-[K" Ha"}-[KPHaPy +{f"}, (46)
{FP}=- (K™ Ha"}-[KEHa"D) +[KP U  +{fE}, (47)
joissa
uuy _ T
[K"]= [ +[B] [DI[B]dA, (48)
upt_ v T P
(K], (BT [N"]dA, (49)
puq _ P1TrpV
(K]~ [« INPTT[B]dA, (50)
p1—f L INPTTINPIG
[KE1=,e G INTIN10A, (51)
[KP]=] [CP]'[<I[CP1dA, (52)
3x3
{f'}=] IN'T {b}dA+ [ [N'T"{t}ds, (53)
6x1 t
{f}= . [C°T'[*}{b}dA. (54)
31

Kaytannossa suureet G ja v otaksutaan elementeittain vakioksi (jolleivat jo ole sitd) ja
ne voidaan siirtaa integraalimerkkien ulkopuolelle.

Sovelluksia

Numeeristen sovellusten yhteydessd on lahinnd kiinnostavaa verrata tdman artikkelin
kuvaamalla formulaatiolla (myéhemmin u,v,p-formulaatio) saatuja tuloksia puhtaalla
siirtyméaformulaatiolla (my6hemmin u,v-formulaatio) saatuihin tuloksiin (kun v #1/2).
Kasitellyt sovellukset ovat hyvin pelkistettyja, mutta niiden avulla saadaan kuitenkin
kohtuullinen kuva kyseisten versioiden toiminnasta. Tassa siis u,v-formulaatiossa sovel-
letaan kolmisolmuisia kolmioelementtejd, joiden solmuparametreina ovat vain siirtyma-
komponentit.

Leikkaussovellus

Kuvan 2 (a) esittdma suorakaiteen muotoinen kappale on Kiinnitetty jaykasti (u=0,
v=0) reunoilla x=0 ja y=0. Reunoilla x=a ja y=b vaikuttaa reunan suuntainen
vakioarvoinen traktiokomponentti 7 . Mitta a =10b. Kyseessa on siis ddrimmaéisen yk-
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sinkertainen esimerkkitapaus, jonka tarkka ratkaisu ei ole kuitenkaan tiettavéasti tunnet-
tu. Mutta intuitiivisesti ja Saint Venantin periaatteeseen tukeutuen on ilmeistg, etté pis-
teen A ldheisyydessd jannitystila on jo hyvin suurella tarkkuudella tyyppid ox =0,
oy =0, rxy =7 . Taten my0s keskipaine p=0. Pisteen A siirtymakomponentit ja paine
ovat siis

UA=TG—b, Vao=0, Pa=0. (55)

Piddmme néit4 arvoja eksakteina vertailussa kuvassa 2 (b) esitetyn yksinkertaisen ele-
menttiverkon antamiin tuloksiin. Diskreetit kinemaattiset reunaehdot on esitetty kuvassa
(b) symbolisesti.

¥ _
—— —-l---r-_'ﬂ'L
*r_ th
’ /.////* !
@ a -
(b)

Kuva 2. (a) Kappale; (b) Elementtiverkko.

Saatuja laskentatuloksia on taltioitu taulukkoon 1. (Tuloksia on esitetty standardin vas-
taisesti kayttden desimaalipilkun sijasta desimaalipistettd noudattaen Mathematica-oh-
jelmiston tuottamia muotoja.)

Taulukko 1. Poissonin vakion v vaikutus ratkaisuun pisteessd A, kun sensitointiparametrille on
annettu arvo 7=A/(6G), jossa A on elementin pinta-ala.

1% 0.5 0.499 0.45 0.3
u,v,p- ua /Ta 0.997673 0.997695 0.998503 0.999540
form. Va /A 0.000221 0.000221 0.000209 0.000126
i~ 0.001408 0.001395 0.000917 0.000300
A
u,v- ua /Ua - 0.274889 0.982983 0.998571
form. Va /A ——— 0.001447 0.001539 0.000427

Arvolla v =0.499 u,v-formulaation antamassa ratkaisussa nakyy odotetusti voimak-
kaasti lukkiutuminen (engl. locking). Sama ilmié on esilld vield jonkin verran, kun
v =0.45. Yleisesti ottaen "tavanomaisilla” v :n arvoilla u,v,p-formulaation (siirtymien)
tulokset ovat hieman tarkempia kuin u,v-formulaatiolla saadut, mutta toisaalta tuntemat-
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tomiakin on enemman. Todettakoon myds (ei esitetty taulukossa), ettd kun v < 0.3 (li-
kimain), u,v,p-formulaatio toimii hyvin vaikka z =0, toisin sanoen pelkk& Galerkin-
versio toimii.

Sekaformulaatiolla tassa esimerkissd mielenkiintoinen periaatteellinen ero puhtaa-
seen siirtyméformulaatioon verrattaessa. Pisteessa A on nimittdin seuraavat traktioreu-
naehdot. Reuna x=a: tx=0, ty=7 . Reuna y=b: ty=7, ty =0. Naisté seuraa tas-
mélleen pisteessd A eksaktit tulokset ox =0, oy =0, 7xy =7 . Kayttéen sitten hyvaksi
méaritelmaa (3) nahdaén siis, ettd myods keskipaine p=0. Mutta koska keskipaine
esiintyy pisteen A solmussa solmuparametrina, tdma tieto voidaan ottaa huomioon suo-
raan reunaehtona diskreetissé ratkaisussa. Kuitenkin téssa suoritetut laskelmat osoittivat,
ettd vaikutus saatuihin solmusiirtymiin on véhainen, mik& on ymmarrettdvas, koska il-
man tatd reunaehtoa saadut keskipaineen diskreetit arvot pisteessa A ovat jo hyvin l&hel-
14 nollaa.

Taivutussovellus

Tama sovellus on lainattu vanhasta elementtimenetelméteoksesta [4]; kuva 3 (a).

Q|
S

—

Q|

() y

L

(b) =
Kuva 3. (a) Kappale; (b) Elementtiverkko.

Tarkasteltava kappale on jalleen suorakaide. Lahteessa [4] sovellus koskee tasojannitys-
tilaa ja kaytetddn nelisolmuisia suorakaide-elementteja. Nyt siis otaksutaan tasomuo-
donmuutostila. Taivutusjannityksen maksimiarvo on & . Reunaehdot muodostuvat il-
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meiselld tavalla pelkastdan traktioista. Jaykén kappaleen liike on estetty kiinnittamalla
liike ja rotaatio nolliksi origossa.
Tarkka ratkaisu on jannityksille ja keskipaineelle

_ ly_
GX=%G, oy =0, 7,4, =0, p=§%a (56)
ja siirtymille
o 2 o 2vv2, YV 2
u=—a@-v)xy, v=—-—(~1- XS4+ — 57
Eb( vo)Xy 2Eb( VX 1_Vy) (57)
seka erityisesti pisteessa A
- — 2
_ (o2 2 _ (o2 o1 a 1% — 1_
Up=—(@-v%a, Vy=——>@A-v)=(—+—0D), ==5. 58
A= ovAa, Ga=-Z@-vA) (-+r—b), Pa=35.  (59)

Symmetrian johdosta tarkastelu voidaan rajoittaa kappaleen neljannekseen (kuvassa vii-
voitettu alue). Mitta a=3/2-b. Kdytetty verkko symbolisine kinemaattisine reunaeh-
toineen on esitetty kuvassa 3 (b). Tuloksia on annettu samaan tapaan kuin edellisessa
sovelluksessa pisteeseen A liittyen. Kolmioelementit eivat tunnetusti ole erityisen te-
hokkaita taivutustilanteessa, joten verkkoa on pidettava tehtdvan kannalta melko harva-
na. Vertailu kahden esitetyn formulaation vélilla onnistuu kuitenkin nainkin.

Taulukko 2. Poissonin vakion v vaikutus ratkaisuun pisteessd A, kun sensitointiparametrille on
annettu arvo 7=A/(6G), jossa A on elementin pinta-ala.

14 0.5 0.499 0.45 0.3
u,v,p- up /Ua 0.968276 0.968163 0.962806 0.948084
form. Va I Va 0.974301 0.974172 0.967929 0.949831
= 0.920074 0.919999 0.916371 0.905720
Pa/ Pa
u,v- up /Ua - 0.733418 0.870367 0.906505
form. Va I Va _— 0.776405 0.914737 0.922214

Jélleen u,v,p-formulaation antamia siirtymid voidaan pitdd tarkempina kuin u,v-
formulaatiolla saatuja. Myds kuten edellisessd sovelluksessa traktioreunaehdoista pis-
teessa A voidaan johtaa tdsmadlliset tiedot ox =6, oy =0, 7xy =0 ja erityisesti
p =0.55. Taman diskreetin reunaehdon kayton antamia muuttuneita tuloksia ei ole esi-
tetty, koska vaikutuksen on havaittu olevan samaan tapaan kuin edellisessa sovellukses-
sa kuitenkin melko vahaista siirtymien suhteen.

Kuvassa 4 verrataan dimensiottoman jannityksen oy /o tarkkaa ratkaisua (musta)
u,v,p-formulaation (punainen) ja u,v-formulaation (sininen) tuottamiin ratkaisuihin, kun
v =0.3. Numeeriset menetelmat perustuvat noin 10, 100 ja 1000 (vasemmalta oikealle)
elementin epasaanndllisiin  kolmioverkkoihin. Jélleen voidaan todeta, ettd u,v,p-
formulaation paloittain lineaarinen jannitysratkaisu on ainakin silmaméaaraisesti lahem-
pana tarkkaa ratkaisua kuin u,v-formulaation paloittain vakio jannitysratkaisu.
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Kuva 4. Dimensioton Jannityskomponentti o, / & poikkileikkauksessa x/a=0.3.

Tilkkutesti

Tarkastellaan kuvan 5 esittdméaa yksinkertaista elementtiverkkoa. Kyseessa on niin sa-
notun tilkkutestin (engl. patch test) soveltaminen; esimerkiksi [2].

y 5 7
I |
4 6 b
; -
X
2

Kuva 5. Elementtiverkko.

Otaksutaan lineaarinen siirtymakentta

U=a+pX+yy, V=0+eX+gy,

(59)

jossa «, £ janiin edelleen ovat mielivaltaisia vakioita. Nyt siis analyyttinen kasittely

antaa
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Y= oy B+g¢ (60)
ja keskipaine saa vakioarvon
G
p=r—5 (f+9) (61)

Annetaan tilkun reunasolmuille 1, 2, 3, 5, 6, 7 lausekkeista (59) lasketut siirtymat ja
maéaritetddn elementtiohjelman solmupisteessa 4 antamat arvot, joiksi tulee saada
Us=a+3bpl4+byl2 ja vy=06+3be/4+bg/2. Lisaksi keskipaineelle tulee saada
vakioarvo (61) kaikissa solmuissa. Tésmalleen tapaus v =0.5 vaatii erikoiskésittelyn.
Tehdaén sijoitus ¢ =-/, koska muuten kokoonpuristumattomuusehto ei toteudu. Tal-
16in keskipaine ja4 kaavan (61) mukaisesti epdmé&ardiseen muotoon 0/0. Talléin on
vield annettava keskipaineelle jokin arvo jossain solmussa ja muissa solmuissa tulee sit-
ten saada sama vakioarvo.

Osoittautuu, ettd sekaformulaatioversio lapaisee tilkkutestin. Edelleen osoittautuu,
ettd poislukien tapaus v =1/2 myds puhdas Galerkin-versio ilman pienimmaén nelion
keinon mukaanottoa lapdisee testin eli tilkkutestin filosofian mukaisesti kyseessa on
suppeneva ratkaisumenetelma. On kuitenkin ilmeistd, etta lahelld arvoa v =1/2 lukkiu-
tumisilmion johdosta kohtuullisen tarkkuuden saavuttaminen voisi vaatia tallgin koh-
tuuttoman tihedn verkon kayttoa.

Késitellyn kolmisolmuisen sekaformulaatioon perustuvan kolmioelementin todelli-
sen "kilpailukyvyn™ selvitys etenkin jannitysten maarittdmisen suhteen vaatisi perusteel-
lisia numeerisia analyyseja, joihin ei tassa esittelytyyppisessa artikkelissa katsota olevan
tarvetta.

Yleistyksia

Sekaformulaatio perustuu jannityksen jakoon isotrooppiseen osaan ja deviatoriseen
osaan, josta seuraa mm. késiteltyyn tapaukseen liittyva keskipaineen maaritelma (3).
Artikkelissa sovellettuja askeleita voitaneen soveltaa myds anisotrooppisen materiaali-
mallin yhteydessd, kolmessa dimensiossa ja kolmioelementtejé yleisemmille elementeil-
le. Sensitoinnissa kasittelyyn tulee mahdollisia eri versioita sen mukaan, tuleeko termis-
sé (18) mukaan myds siirtymista syntyvia termeja.

Stokesin probleemaa on kasitelty muun muassa lahteessa [5] tavalla, jota voitaisiin
nimittda vaikka paineprojektioformulaatioksi. Stokesin probleemaa "stabiloidaan" kar-
keasti kuvaten muuntamalla alkuperdista paineen approksimaatiota keinotekoisesti osit-
tain alempiasteiseksi kayttaen sakkoformulaatiota (engl. penalty method). Emme kéy
aihetta tdssa perusteellisesti l&pi vaan viittaamme lahteeseen [5].

Menettelyé voidaan kuitenkin soveltaa myds kokoonpuristumattoman ja yleisemmin
kokoonpuristuvan kiintean aineen probleeman yhteydessa. Kasittely on tassa kolmisol-
muisen elementin tapauksessa seuraava. Otetaan kussakin elementissa kayttoon neliolli-
nen sakkotermi

174



2] (o= pm)7dA, (62)

jossa p,, on keskipaineen keskiarvo ja «® >0 skalaarinen painotekija, ja korvataan
pienimman neliGsumman termi (18) lausekkeen (62) variaatiolla

W = [, @®(8p—3Pm)(P— ) dA. (63)

Kertoimen «° arvo voidaan maarittaa elementeittiin samanlaisella logiikalla kuin
mita esitettiin sensititointiparametrin yhteydessa. Esimerkiksi liitteen A kuvan A.1 (b)
tapauksessa saadaan a =5/(2G). Lahteessd [5] kaytetddn kaikkialla arvoa « =1 Sto-
kesin probleemalle, joka vastaa siis tassé arvoa v =1/2. Suoritetut sovelluslaskelmat
osoittavat, ettd kyseinen sakkoformulaatioversio toimii suunnilleen samaan tapaan kuin
Galerkin-pienimman nelion keinon versio lineaarisen kolmioelementin tapauksessa.
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Liite A; sensitointiparametri

Sensitointiparametri z:n arvo madritetddn l&hteessd [6] selostetun muodonmuutos-
energiatestin avulla. Nyt kuitenkin my6s keskipaine esiintyy syntyvissa kaavoissa ja
késittelytapaa tdytyy muuttaa jonkin verran. Testissd kéytetddn sopivasti valittua yhta-
I6iden, ja (8), (11) ja (12) tarkkaa ratkaisua ja vaaditaan, ettd referenssiratkaisun ele-
mentti-interpolantti yhdessa pienimman neliosumman termin kanssa tuottaa referenssi-
ratkaisua vastaavan muodonmuutosenergian.

Tarkastellaan tiettyd kolmioelementti& tilanteessa, jossa koordinaatiston origo on si-
joitettu elementin pintakeskioon. Sovellettu ratkaisu on

A o> - A o
u=—1(x , V=—(X , =—A(X , A.l
4G( +Y°) 4G( +Y°), P (X+Y) (A1)

jossa vakion A arvolla ei ole vaikutusta lopputulokseen. Lausekkeet on saatu lahteessé
[7] selostettuun tapaan kehittdmalla suureet u, v, ja p kaksiulotteisiksi Taylorin sarjoiksi
paikallisen origon suhteen ja soveltamalla vallitsevia differentiaaliyhtal6itg, (8), (11) ja
(12) origossa. Saatu referenssiratkaisu (A.1l) toteuttaa kyseiset yhtdlét, kun by =0,
by =0.

Muodonmuutosenergiatiheyden lauseke on

1
uéP = E(Gxé‘x +0yEy + TyyTxy)
1 2 2 1
:E[G(gx_gy) +G7/xy+ﬁp ]
1 11
=5 DR+ pp. (A2)

Kehitetyt muodot seuraavat artikkelin aikaisempien kaavojen (4) ja (6) avulla. Tassa
paineeseen liittyva nelidllinen termi on Kirjoitettu sitd edeltdvad termia muistuttavaan
muotoon (skalaarin transpoosi p' = p), jolloin siirtyminen jatkossa matriisiesitykseen
kdy juohevasti. Elementin (analyyttinen) muodonmuutosenergia syntyy integroimalla
(A.1) elementin alueen yli:

Up =5 ], IDHadA+ [, pTpA. (3

Tassa vield lopuksi suureet {&} ja p esitetaan referenssiratkaisun avulla. Saatua tulosta
verrataan referenssiratkaisun (A.1) elementti-interpolantin tuottaman muodonmuutos-
energian ja pienimman nelidGsumman termin summaan.

Kun sovelletaan elementtiapproksimaatiota, lauseke (A.3) muuntuu yhteyksien

{e}={&=[Bl{a"}, p=~p=IN"{a"} (A.4)

johdosta muotoon
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Uy = 4aY' [ .81 [DI[B]dALa"}+
+2 ap}Tj NP] [NP]dA{aP}+ { ap}j [CP] [<][CP]dA{aP}. (AS)

Kun verrataan kaavoihin (48), (51) ja (52), saadaan esitys (v otaksutaan vakioksi ele-
mentin alueella)

Uy = %{a“}T[K““]{a“}%{ap}T (KS1+[KS IR} (A-6)

Solmuarvot {a"} ja {aP} saadaan referenssiratkaisusta ja parametri r maaritetdan lo-
puksi yhtalosta (muistetaan, etta [KE"] sisiltaa kyseisen parametrin)

Ua=Uy- (A7)

Mainittakoon ettd lineaarisen approksimaation tapauksessa paineen elementti-interpo-
lantti yhtyy referenssiratkaisuun, joten muodonmuutosenergian painetermit ovat samoja
yhtalon (A.7) molemmilla puolilla eivatka siten vaikuta tilanteeseen.

Sensitointiparametrin arvo riippuu valitusta referenssiratkaisusta ja elementin geo-
metriasta. Elementin suuntautuneisuus koordinaatiston suhteen ei vaikuta parametrin
arvoon (Kuva A.1). ldeana on tarkastella muutamaa edustavaa tapausta ja tehdd valinta
tulosten perusteella.

N o

h /{t N
¥ X h h/ *

@ =—h— VA

Kuva A.1 (a) Suorakulmainen tasakylkinen kolmioelementti, (b) Sama elementti paahitauskoor-
dinaatistossa.

Kuvan A.1 geometrialle saadaan
T=——r=-—, (A.8)
jossa A on elementin pinta-ala. Sensitointiparametrin arvo on tassa artikkelissa sovelle-

tussa Galerkin-pienimman nelion versiossa verrannollinen elementin karakteristisen pi-
tuusmitan neliédn ja siis pienenee verkon tihentyessé.
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Liite B; ratkaisun stabiilius?

Tarkastellaan lopuksi heikon muodon lausekkeen termien oW = oW Y + WP + WS
vaikutusta numeerisen menetelman stabiiliuteen eli ratkaisun yksikasitteisyyteen esi-
merkin avulla. Oletetaan paloittain lineaarinen approksimaatio, jolloin toiset derivaatat
haviavat pienimman neliosumman termissa. Valitaan lisaksi b, =b, =t, =t, =0 ja

[t]= {; ﬂ . (B.1)

Valinta 6u=-u, év=-v, 6p = p johtaa ei-negatiiviseen lausekkeeseen
3 ) 1 - op\2 ., ,OPy2
M_jAG((gX—gy) +75,) dA+ IAFp dA +jAr((&) +(5) YA, (B.2)

mikali sensitointiparametri z>0. Lukuunottamatta taysin kokoonpuristumatonta ta-
pausta KP — oo lauseke maarittaa normin siirtyman ja paineen elementtiapproksimaati-
oiden joukossa, kun jaykan kappaleen liike on estetty. Kokoonpuristumattomassa ta-
pauksessa lausekkeen (B.2) toinen termi hdvida ja paineratkaisu maaraytyy vakiota vail-
le. Talloin paineen approksimaatiota pitdd rajoittaa lisdehdolla, kuten paineen arvolla
jossain pisteessé tai paineen keskiarvolla ratkaisualueessa.

Mainittakoon vield, ettd lausekkeen (B.2) ensimmadisen ja toisen termin kertoimien
suhde 1/G2 johtaa huonoon paineratkaisuun tavanomaisilla liukukertoimen arvoilla ja
laskentatarkkuuksilla. Numeerinen suuruusluokkaongelma hyvin suuren (tai hyvin pie-
nen) G:n kanssa voidaan kiertda esimerkiksi kayttamalla heikossa muodossa dimensio-
tonta painetta g = p/G (siis kirjoittamalla p=Gq) tai siirtymalla "oikeaoppiseen™ di-
mensiottomaan esitykseen (kun kéytdssa on siis myds dimensioton G).
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