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Lapetaivutetun CLT-rakenteen lujuuslaskenta-
menetelmat

Sami Pajunen’, Essi Li#veri ja Markku Heinisuo

Tiivistelma Ristiinliimatuista lautakerroksista koottu monikerroslevy, niin sanottu CLT-levy
(Cross-Laminated Timber), on vakiinnuttanut paikkansa muiden insinddripuutuotteiden rinnalla
teollisessa puurakentamisessa. CLT-levya kaytetddn asuinkerrostaloissa, toimistoissa ja muissa
julkisissa rakennuksissa etenkin seinien ja lattioiden kantavina rakenteina seka osana koko raken-
nuksen jaykistysjarjestelmaa. Lujuustekniseltd kannalta CLT-levyn tyypillisistd kayttokohteista
ylivoimaisesti haastavimpia ovat lattiarakenteet, joissa levyn kerroksellisuus yhdistettynd puun
ortotrooppisuuteen tekee rakenteen siirtymien ja jannitysten laskennasta monimutkaista. Téssé
artikkelissa kéydaan lapi tallaisten lapetaivutettujen CLT-rakenteiden yleisimpien analyysimene-
telmien teoreettisia perusteita sekd vertaillaan menetelmien etuja seka niiden kayttéon vaikuttavia
ominaisuuksia.

Avainsanat: CLT, kerrospalkkiteoria, Gamma-menetelmd, laajennettu Gamma-menetelma, leik-
kausanalogia, liittovaikutus

Vastaanotettu: 30.3.2023. Hyvaksytty: 7.7.2023. Julkaistu verkossa: 4.9.2023.

Johdanto

Teolliseen rakentamiseen tarkoitetut insindoripuutuotteet kuten liimapuu, vaneri, viilu-
puu, tai CLT-levy perustuvat kaikki tavalla tai toisella puun materiaaliominaisuuksien
homogenisointiin erillisia puukerroksia yhteen liimaamalla. Talla tavalla puumateriaalis-
sa luontaisesti esiintyvat yksittéiset viat seka lujuusominaisuuksien vaihtelut saadaan ta-
soitettua ja puutuotteen ominaisuuksia parannettua. CLT-levy valmistetaan liimaamalla
paallekkaisia lautakerroksia toisiinsa siten, etta vierekkaisten kerrosten syysuunnat ovat
kohtisuorassa toisiaan vasten ja kerroksia on pariton mééra, yleensa kolme, viisi, tai seit-
seman. Lautakerrokset liimataan toisiinsa lautojen lappeista, mutta samassa kerroksessa
olevien lautojen kiinnittdminen toisiinsa syrjistaan liimaamalla on valmistajakohtaista.
Kuvassa 1 on esitetty muutamia tyypillisia CLT-levyjd, jotka toistuvat eri valmistajien
tarjonnassa. Lahes poikkeuksetta teollisessa rakentamisessa kdytetadn symmetrisia CLT-
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levyja, mutta levyjen pitkittais- ja poikittaiskerrosten paksuudet seké eri kerroksissa
kéytetyn sahatavaran lujuusluokat voivat vaihdella valmistaja- ja tuotekohtaisesti.
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Kuva 1. Tyypillisia 3-, 5-, ja 7-kerroksisia CLT-levyja

Valmistustavasta johtuen CLT-levylld on hyvat jaykkyys- ja lujuusominaisuudet use-
ammassakin suunnassa, jonka vuoksi levyé voidaan hytdyntéé kustannustehokkaasti mo-
nissa erilaisissa kayttokohteissa kuvan 2 mukaisesti. Lujuusopillisessa mielessa CLT-ra-
kenne voidaan mallintaa levyna, kun siihen kohdistuu vain tason suuntaisia kuormituksia.
Erikoistapauksena téstd, CLT-levya voidaan kéayttdd myos syrjataivutettuna aukkopalk-
kina, jolloin sen lujuusopillinen toiminta on l&hinnéd levymaista palkkia. Tapauksessa,
jossa CLT-rakenteeseen kohdistuu vain sen tasoa vastaan kohtisuoria kuormia, rakenne
voidaan mallintaa laattana tai reunaehtojen niin salliessa, taivutetun palkin tapaan toimi-
vana laattakaistana.
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Kuva 2. CLT-rakenteen kéytté kantavana ja jaykistdvana seindrakenteena seka lattiarakenteena.

CLT-rakenteiden mitoitus perustuu lineaariseen kimmoteoriaan ja kerroksittain tehta-
viin jannitystarkasteluihin, joissa sovelletaan yleisid puurakenteiden mitoitusperiaatteita
[1]. CLT-rakenteiden mitoitusohjeita on esitelty kasikirjoissa [2—4], joista kaksi ensim-
maistd ovat Eurokoodien kanssa yhteensopivia. Suomessa ei ole kaytdssa omaa erillista
CLT-késikirjaa, mutta ruotsalainen vastine [2] soveltuu erinomaisesti myds suomen mi-
toitusohjeeksi. Koska mitoitus perustuu poikkileikkauksen kerrosten jannitystarkastelui-
hin, myds kéytettyjen analyysimenetelmien on kyettdvd huomioimaan CLT-rakenteen
kerroksellisuus. Tamé& monimutkaistaa lujuuslaskentaa huomattavasti verrattuna homo-
geenisesta ja isotrooppisesta materiaalista tehdyn rakenteen analysointiin.
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Tassa artikkelissa tarkastellaan yll4 mainittua poikittaiskuormitettua CLT-laattaa, jota
kasitellaan taivutettuna palkkina. Artikkelissa esitetadn lapetaivutetun CLT-rakenteen
yleisimmin kéytettyjen laskentamenetelmien teoreettiset perusteet yksinkertaista genee-
ristd esimerkkirakennetta hyddyntden ja samalla osoitetaan menetelmien yhtaldisyydet
seké oleellisimmat eroavaisuudet. Havainnollisuuden vuoksi menetelmien keskeiset yh-
talot johdetaan seikkaperdisesti, noudatellen alan ensimmadisten tarkeimpien tieteellisten
julkaisujen [5,6] lahestymistapaa. Ensin johdetaan kerrospalkkiteorian perusyhtalét jous-
tavilla liittimilla (nauloilla) kootulle poikkileikkaukselle, jonka jalkeen tarkastelu laajen-
netaan CLT-palkeille. Johdettuja yhtaloit4 verrataan yleisesti kdytdssa olevaan Gamma-
menetelmaén sekd Kreuzingerin leikkausanalogiaan, ja lopuksi havainnollistetaan mene-
telmid numeerisen esimerkin avulla.

Kerroksellisen palkin perusyhtalot
Joustavin liittimin koottu poikkileikkaus

Tarkastellaan aluksi kuvassa 3a esitettyd kahdesta pééllekkaisesta palkista koostuvaa
taivutettua rakennetta. Mikali osien valilla ei ole minkaanlaista liitosta, osat padsevat va-
paasti liukumaan toistensa suhteen. Merkitadn talloin osien vélille syntyvéé suhteellista
siirtyméaa termilla ¢, joka voidaan lausua kuvan 3b mukaisesti taipuman ensimmaéisen
derivaatan v,x seka poikkileikkauksen osien keskipisteiden vélisen etéisyyden r avulla

P1 =TV, 1)

Toisaalta, jos poikkileikkauksen osat ovat ideaalisen jaykésti Kiinni toisissaan, ei niiden
valille synny lainkaan suhteellista siirtyméaé, kuten kuvassa 3c on havainnollistettu. Ku-
vassa 3 on myos esitetty poikkileikkauksen taivutusjannitysjakauma ndissé kahdessa aari-
tapauksessa.

Kun poikkileikkauksen osat on kiinnitetty toisiinsa joustavilla liittimilla, poikkileik-
kauksen jannitysjakautuma muuttuu kuvan 4a mukaisesti tayden liittovaikutuksen seké
taysin kytkeméattdman tapauksen valiin riippuen liitoksen leikkausjadykkyydesta. Kun ole-
tetaan suunnitteluohjeiden mukaisesti liitoksessa syntyvén siirtyman ¢ olevan suoraan
verrannollinen liitoksen valittdmaan voimaan F, voidaan naiden valille Kirjoittaa yhteys

F = Kser @, (2)

jossa Kser on liitoksen siirtymakerroin [3]. Tasavalein sijoitettujen yksittéisen liittimien
sijaan poikkileikkauksen osat voidaan liittda toisiinsa myds samanarvoisella jatkuvalla
joustavalla liitoksella, jolloin kuvan 4b avulla yhtal6 (2) voidaan kirjoittaa muodossa

KSET
= =2 ¢ = ko, 3)

T = —
sb

N/mm

jossa jaykkyyskertoimen k yksikkd on [k] = — Joustavasti kootun palkin poikki-
leikkauksen taivutusjannitysjakauma voidaan jakaa kuvan 5 mukaisesti kahteen osaan,
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joista o1 aiheutuu kytkemattomien osien lokaalista taivutuksesta ja o osissa vaikuttavista
lokaaleista normaalivoimista.
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Kuva 3. a) Kahdesta osasta muodostettu palkki ja sen poikkileikkaus, b) muodonmuutokset ja
taivutusjannitys ilman liittovaikutusta, ¢) muodonmuutokset ja taivutusjannitys taydella liittovai-

kutuksella.

a B - ’—‘i

b)

Kuva 4. a) Joustavilla liittimilla koottu poikkileikkaus ja sen taivutusjannitysjakautuma, b) osien
valisen kytkennan aiheuttamat voima- ja jannitysjakautumat diskreetin liittimen seké jatkuvan

joustavan liitoksen tapauksissa.
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Kuva 5. Taivutusjannityksen jako kahteen osaan.

Poikkileikkauksen osien valinen suhteellinen siirtymé ¢ koostuu vastaavista osista ¢1

ja ¢ siten, etté

Q=@+ @,

(4)

Naéista edellinen on esitetty yhtaldssa (1) ja jalkimmaisen selvittamiseksi tarkastellaan
kuvan 6 mukaista palkin differentiaalista osaa. Merkitsemélla poikkileikkauksen kum-
mankin osan aksiaalivoimasta F. aiheutuvaa venyméa termilld e, saadaan dg, = 2&,dx

ja venymalle ¢, tulos

1
& =7 Pax

(5)

Olettamalla suunnitteluohjeiden mukaisesti puumateriaali lineaarisesti kimmoiseksi, nor-

maalijannitykselle o, saadaan

1
Oy = EEfpzlx-

H €2
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Kuva 6. Palkin differentiaalisen osan tarkastelu.

(6)



Kuvassa 6 esitetyn vapaakappalekuvan vaakasuuntaisten voimien tasapainoyhtalostéa
saadaan edelleen
Th = FZ!X (7)
ja
= b = 0y, A. (8)

Sijoittamalla tdhan yhtaldiden (6) ja (3) mukaiset tulokset, pdadytaan tulokseen

EA

ko = 2p P2rxx: 9)
Yhtalon (4) mukaisesti voidaan Kirjoittaa

P2 =Q— Q1 =@ —TV,y, (10)

jossa on huomioitu myos yhtal6 (1). Derivoimalla saatua yhtéléa (10) puolittain kahdesti
ja sijoittamalla saatu lauseke yhtaloon (9), paddytaan osien valisen suhteellisen siirtyman
differentiaaliyhtaloon

2bk
Drxx— Eq) =TVxxx- (11)

Differentiaaliyhtélosta (11) nahdaan, ettd se liittyy kinematiikkaan, ja kytkee toisiinsa
osien valisen siirtymén ¢(x) seké palkin taipuman v(x). Yhtélon (11) ratkaisemiseksi tar-
kastellaan palkin poikkileikkauksen rasitusten ja taipuman valistd yhteyttad. Kuten edella
on kerrottu ja kuvassa 5 on havainnollistettu, joustavalla liitoksella kootun palkin taivu-
tusjannitykset voidaan jakaa osiin, jotka syntyvét osien lokaalista taivutuksesta seké ak-
siaalisesta kuormituksesta. Kuvan 5 merkintdja kayttden voidaan poikkileikkausta rasit-
tava taivutusmomentti kirjoittaa muodossa

M =M, + M, = —2ELv, .+ F,r, (12)

jossa termin My osalta on poikkileikkauksen kummallekin osalle sovellettu tavanomaista
teknista taivutusteoriaa, ja merkinnélla I tarkoitetaan palkin jommankumman osan ne-
liomomenttia oman pintakeskion suhteen. Tyypillisesti kerroksellisissa palkeissa leik-
kausmuodonmuutos syntyy lahes yksinomaan liitoksissa, eiké néin ollen yleensé ole tar-
vetta soveltaa poikkileikkauksen osille esimerkiksi Timoshenkon palkkiteoriaa. Néin ol-
len teknisen taivutusteorian kayttd yhtalosséa (12) on perusteltua. Toteamalla, ettd F, =
0, A ja soveltamalla kaavoja (6) ja (12), paastaan lopulta termeja sieventamalla taipuman
differentiaaliyhtaloon

EAT M
Vyxx— EE P = — El (13)

jossa neliomomentti | tarkoittaa koko poikkileikkauksen neliomomenttia koostuen lokaa-
leista osista sekd ns. Steinerin termista siten, etta
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=2 (11 +A (g)z) (14)

Mikali taivutusmomentti M(x) on tunnettu funktio, edelld johdetuista differentiaaliyhté-
I6istd (11) ja (13) voidaan ratkaista joustavasti kootun symmetrisen kaksiosaisen palkin
taipuman v(x) sek& osien vélisen suhteellisen siirtymén ¢(x) lausekkeet. Yhtaloista (11)
ja (13) voidaan sieventamaéll& sekd edell& johdettuja yhtaloita kayttaméalla eliminoida suh-
teellisen siirtymén termi pois, jolloin p&dadytaan yhteen taipuman neljannen kertaluvun
differentiaaliyhtaloon

bk M, xx
v ——(Elv M) =——=
TXXXX  EILEA ( et ) 2EIL,

(15)
Differentiaaliyhtalopari (11) ja (13) seka yhtald (15) soveltuvat siis probleemamme rat-
kaisemiseen staattisesti méaratyssé tapauksessa, jolloin taivutusmomentti M(x) on voitu
madrittad etukateen. Edell& on tarkasteltu havainnollisuuden vuoksi yksinkertaisinta mah-
dollista joustavasti koottua kerrospalkkia, mutta vastaava yhtéldiden johtaminen voidaan
tehdd yleisemmassé tapauksessa, jolloin paadytaan esimerkiksi yhtélon (15) kanssa ana-
logiseen kerrospalkkiteorian yhtaloon

bK Mxx
Usxxxx™ ﬁ (Bv:xx'l' M) = - E’ (16)

jossa Bo tarkoittaa poikkileikkauksen kerrosten lokaalien (eli kerrosten omien pintakeski-
Oiden suhteen laskettujen) taivutusjaykkyyksien summaa, Bs osien aksiaalijaykkyyksista
koostuvien Steinerin termien summaa, K leikkauskerrointa, ja termi B osien Bo ja Bs sum-
maa. Huomattavaa on, ettd kerrospalkkiteorian differentiaaliyhtalo (16) on varsin ylei-
nen, silla poikkileikkauksen jokainen kerros seka jokainen liitoskerros voi olla erilainen.
Lisaksi kerrospalkkiteoria voidaan johtaa staattisesti maaraamattomaélle tapaukselle, joka
mahdollistaa mielivaltaisten reunaehtojen kayttamisen. Kerrospalkkiteorian soveltamista
CLT-rakenteille on tarkasteltu lahteisséa [7,8] ja tdmén artikkelin liitteessd A on esitetty
keskeisimmat yhtal6t, joita tarvitaan taivutettujen CLT-palkkien yleisimmissa kuormitus-
ja tuentatapauksissa.

CLT-poikkileikkaus

Tarkastellaan kuvassa 7 esitettya taivutettua CLT-poikkileikkausta, joka koostuu kol-
mesta kerroksesta. Valittujen syysuuntien mukaisesti poikkileikkauksen taivutusjaykkyys
koostuu lahes yksinomaan reunakerrosten jaykkyyksistd, kun taas keskimmainen kerros
toimii reunakerroksia yhdistdvana joustava liitoksena. Kuvan 7 mukaisesti keskimmaéisen
kerroksen leikkausjannityksen ja siitd aiheutuvan siirtyman vélille voidaan kirjoittaa yh-
teys

_ Gr

T=Gry =— @ =kcro, (17)

t

jossa termi k.. on kaavan (3) mukaisesti CLT-poikkileikkauksen poikittaiskerroksen
jaykkyyskerroin. On huomattava, etta puun leikkausjaykkyys Gr syita vastaan kohtisuo-
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rassa tasossa on tyypillisesti vain noin 10% verrattuna leikkausjaykkyyksiin Go ja Ggo
Syyn suuntaisissa tasoissa. N&in ollen kuvassa 7 esitetyn CLT-palkin taipumien lasken-
taan voidaan soveltaa esitettyd differentiaaliyhtaloa (15), kunhan jaykkyyskertoimena k
kéytetddn kaavan (17) mukaista kerrointa kcLt, ja samalla huomioidaan, etta poikittais-
kerroksen paksuus ¢ kasvattaa pitkittdisten lamellien keskipisteiden valista etaisyytta r.
Luonnollisesti sama yleistys voidaan tehda useampikerroksisille CLT-poikkileikkauksil-
le, joten myds yleisempi kerrospalkkiteorian differentiaaliyhtéld (16) soveltuu lapetaivu-
tettujen CLT-palkkien analysointiin.

ax) A A-A
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Kuva 7. Kolmelamellinen CLT-palkki seka sen poikittaiskerroksen toimiminen joustavana liitti-
mena.

Poikkileikkauksen jannitysten laskenta voidaan tehdé kun edelld esitetyista differen-
tiaaliyhtaloista on ratkaistu taipuma v(x), osien suhteellinen siirtyma ¢(x), sekéd néiden
tarvittavat derivaatat. Joustavasti osista koostuvan poikkileikkauksen taivutusjannitys
koostuu kuvan 5 mukaisesti kahdesta osasta siten, etta

0 =0y + 0y, (18)
jossa
Y _El_lv:xx
0, = Wil = ;/—1 = —Etv,,, (19)
E E
0y = 2 Pox = 2 (@rx— TV,xx ). (20)

Yhtéloita (19) ja (20) vastaavien taivutusjannityksen komponenttien lausekkeet yleisessé
kerrospalkkiteorian mukaisessa muodossa on esitetty Liitteen A yhtalossa (A.11). Leik-
kausjannitys koostuu vastaavasti kahdesta osasta. Leikkausjannitys 71 osien valisessa lii-
toksessa saadaan yhtéldiden (6) ja (8) avulla lausuttua muodossa
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Et Et
T, = — 7 (pz,xx = - ? (goJxx_ TVxxx ) (21)

Kaavan (8) avulla ndhdad&n myos, ettd leikkausjannitys = pienenee lineaarisesti nollaan
siirryttdessé kohti poikkileikkauksen ulkoreunoja. Poikkileikkauksen yl&- ja alaosissa
vaikuttaa tdmén lisdksi leikkausjannitys 7, joka saadaan méaéritettyd teknisen taivutus-
teorian mukaisesti Jourawskin kaavalla. Leikkausjannitysten yhtélot yleisessd muodossa
on esitetty Liitteen A yhtal6issé (A.12) ja (A.13). Havainnollisuuden vuoksi poikkileik-
kauksen jannitysjakautumat on esitetty kuvaa 5 vastaavassa CLT-poikkileikkauksessa ku-
vassa 8.

/ o1 02 o 71 2 T

/
/ : E < »
i i N | ¥
v X | b
\ + = | + = |

\
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Kuva 8. CLT-palkin taivutus- ja leikkausjannitykset komponenteittain.

Edelld johdettua teoreettista tarkastelua hyodynnetédan seuraavaksi muutamien ylei-
sesti kaytettyjen menetelmien yhtaldisyyksien ja erojen selvittdmiseen. Tassa artikkelissa
késitellddn Kreuzingerin esittdméé leikkausanalogiaan perustuva menetelméa (Shear
analogy) seka yleisesti kaytettyda Gamma-menetelmaa sek& sen laajennettua versiota
(Gamma method, y-method, Extended Gamma-method). Sen sijaan vaikka Timoshenkon
palkkiteoriaa on myds sovellettu lapetaivutettujen CLT-palkkien analysointiin, sen sovel-
tamista ei tassd yhteydessa késitelld, silla sen vaikutus rajoittuu ainoastaan taipumien lau-
sekkeissa syntyviin lisatermeihin.

CLT-palkille raatdaloidyt analysointimenetelmat

Kreuzingerin leikkausanalogia

Kreunzigerin esittdma menetelma, ns. leikkausanalogia (Shear analogy), pohjautuu ker-
rospalkkiteorian differentiaaliyhtélon (16) jakamiseen kahteen erilliseen osaan seké nai-
den osatehtavien numeeriseen ratkaisemiseen [9]. Menetelmén alkuperainen lahde [9] on
hankalasti saatavissa, mutta menetelmaa on esitelty tamén artikkelin liséksi esimerkiksi
lahteissa [4] ja [10]. Menetelmédn osatehtavat on muodostettu sitd silmalla pitéen, ettd
niiden numeerisessa ratkaisussa voidaan hyodyntdd FEM-valmisohjelmia, kunhan ne
pystyvat huomioimaan palkin leikkausmuodonmuutoksesta aiheutuvan taipuman. Tar-
kastellaan kuvassa 9 esitettya palkkia, joka jaetaan kahteen kuvitteelliseen osaan. Ylem-
pand kuvatun kuvitteellisen palkin A taivutusjaykkyys koostuu palkin osien lokaaleista
taivutusjaykkyyksistd El1, mutta leikkausjaykkyys GA oletetaan &arettdman suureksi.
Toisin sanoen, palkki A on teknisen taivutusteorian mukainen. Vastaavasti kuvitteellisen
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palkin B taivutusjaykkyys koostuu aksiaalijaykkyystermeista EAr?, ja leikkausjaykkyys
GA joustavien liittimien leikkausjaykkyystermeista bk, 772, jotka on saatu kertomalla
yhtilo (17) termilla br?. Mikali halutaan ottaa huomioon myés pitkittaislamellien leik-
kausjaykkyydet bG,r?/t, ne voidaan huomioida palkin B leikkausjaykkyydessa, kuten
lahteissa [4,11] on esitetty. Kummankin palkin materiaali oletetaan isotrooppiseksi.

q(x)
[T

A/Palkki A
v
AN Nivelsauvat ™\ Palkki B %
q(x)
Palkki A m\(/]
| ]
'S (1] 2
f(x)
£(x)
Palkki B

yAY AN

keaseal

Kuva 9. CLT-palkin jako kahteen kuvitteelliseen palkkiin A ja B.

Edellisen mukaisesti palkki B on mallinnettava Timoshenkon palkkimallilla tai vas-
taavalla leikkausmuodonmuutokset huomioivalla palkkielementilla. Kuvitteellisten palk-
kien A ja B mallinnuksen jalkeen ne kytketaan toisiinsa lyhyillé ideaalisen jaykilla nivel-
paisilla sauvoilla kuvan 9 mukaisesti. Naiden sauvojen avulla palkkien A ja B taipumat
pakotetaan samoiksi. Kuvitteellisille palkeille A ja B voidaan edell& esitetyn perusteella
kirjoittaa taipuman differentiaaliyhtalt seuraavasti. Palkki A noudattaa teknista taivutus-
teoriaa, joten sille patee

U'xxxx - (EI)A ’
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jossa (El)a on kuvan 9 kolmelamellisen CLT-palkin tapauksessa 2El;. Palkille B voidaan
vastaavasti kirjoittaa differentiaaliyhtalon (15) perusteella

2bk

m (Elv,xx+ M) = _Mlxx' (23)

2 (EII)Bv'xxxx_

Palkin B taivutusjaykkyyden méaéaritelmén mukaan se koostuu vain aksiaalijaykkyyster-
meistd, joten lausekkeen ensimmainen termi on nolla. Huomioimalla lisaksi palkin taivu-
tusmomentin tasapainoyhtalé M(x),,, = f(x), saadaan palkin B taipumaa kuvaavaksi
differentiaaliyhtaloksi

2bk
(EA)B

(Elv, o+ M) = f(x). (24)

Kreuzingerin menetelmén kdytossa on huomionarvoista, ettd kuvitteellisten palkkien A
ja B differentiaaliyhtélot (22) ja (24) on tarkoitettu ratkaistavaksi numeerisesti elementti-
menetelmalla kuten kuvassa 9 on esitetty. Tahan tarkoitukseen on katevin soveltaa jotakin
FEM-valmisohjelmaa. Ndin saaduista palkkien A ja B taivutusmomenttien ja leikkaus-
voimien arvoista saadaan jalkilaskentana todellisen CLT-poikkileikkauksen taivutus- ja
leikkausjannitysjakaumat kerrospalkkiteorian tapaan kuten Liitteessdé A on esitetty.
Kreuzingerin menetelma voidaan tulkita kaytannolliseksi, numeeriseksi tavaksi kerros-
palkkiteorian differentiaaliyhtdlon (15) ratkaisemiseen. Menetelmien identtisyys voidaan
lahteen [7] mukaan todeta ratkaisemalla kuvitteellisen palkin A differentiaaliyhtalosta
voimajakautuman f(x) lauseke muodossa

f(x) = Q(x) — 2EL U xxxx- (25)

Sijoittamalla saatu lauseke palkin B differentiaaliyhtdloon (24) ndhdaan sievennysten jal-
keen sen johtavan yhtal6on (15), jolloin voidaan todeta, ettd Kreuzingerin menetelma on
numeerinen sovellus kerrospalkkiteorian yhtaléiden ratkaisemiseksi. Menetelman kéyt-
tdd FEM-ohjelman avulla on tarkasteltu yksityiskohtaisemmin laskentaesimerkin yhtey-
dessa.

Gamma-menetelmdi

Gamma-menetelma perustuu Karl Méhlerin vaitéskirjaan vuodelta 1956, jossa johdetaan
puuosista koostuville taivutetuille palkeille taipuman differentiaaliyhtal®, joka on ident-
tinen edelld esitetyn yhtalon (16) kanssa [6]. Mohler kuitenkin kasittelee tydssaan vain
kahdesta tai kolmesta osasta naulaamalla koottuja symmetrisia poikkileikkauksia, jotka
yhtélon (17) mukaisesti vastaavat symmetrisia kolme- ja viisikerroksisia CLT-palkkeja.
Mohler ottaa tydssaan kayttoon ns. y-parametrin (liittovaikutusparametrin), joka kuvan
10 mukaisesti méérittelee osien valisen liittovaikutuksen siten, ettd arvo y=1 kuvaa taytta
liittovaikutusta ja arvo y=0 tilannetta, jossa poikkileikkauksen osien valilla ei ole lainkaan
kytkentdd. Muut gamman arvot talta valilta kuvaavat osittaista liittovaikutusta, ja poikki-
leikkauksen neliomomentti voidaan lausua muodossa

I=X1+yXYAe? =y, (26)
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jossa jalkimmainen ns. Steinerin termi koostuu osien pinta-aloista seké osien pintakeski-
Oiden etdisyyksista neutraaliakselilta. Kuvan 3 mukaisilla termeilla A; = Ajae; =1/2.
Kaavassa (26) on erityisesti huomattavaa, ettd maéarittelemalld alkuperéisen l&hteen [6]
mukaisesti vain yhden y-kertoimen, CLT-poikkileikkauksen jokaisen poikittaisen kerrok-
sen on oltava samanlainen, ja lisdksi poikkileikkauksen on oltava symmetrinen. Gamma-
menetelman yhteydessa kaavan (26) mukaista neliomomenttia kutsutaan teholliseksi ne-
liomomentiksi let.

v(x), kun =0 v(x), kun0 <y <1
/V(X), kun y=1 / X
~— —f 77—
A\\*\_/// A
\//

Kuva 10. Liittovaikutuksen suuruuden vaikutus palkin taipumaan.

Kéytannon tuloksista tiedetddn, ettd osista kootun taivutetun palkin taivutusjaykkyys
kasvaa sitd suuremmaksi, mité lyhyempi ja korkeampi palkki on. Toisin sanoen, liittovai-
kutusparametri y on suoraan verrannollinen poikkileikkauksen palkin pituuden L ja reu-
nimmaisten osien pinta-alojen A suhteen L%/A kanssa. Mohler esittaa tahan liittyen run-
saasti graafisia ratkaisuja y:n arvolle erilaisissa taivutustehtdvissa, mutta suljetussa muo-
dossa parametrille ei 10ydy ratkaisua taipuman differentiaaliyhtalon (16) ratkaisujen luon-
teesta johtuen (tarkemmin Liitteessa A). Parametrille y saadaan kuitenkin johdettua lau-
seke Mohlerin esimerkin mukaisesti, kun tarkastellaan puristetun niveltuetun pilarin nur-
jahdusta. Talloin kaksiosaisen poikkileikkauksen (tai vastaavasti 3-kerroksisen CLT-
poikkileikkauksen) taipuman differentiaaliyhtél6 (15) sievenee sijoituksen M(x) = Pv(x)
avulla homogeeniseksi differentiaaliyhtaloksi

P bkEI) bkP v=0. (27)

1% +(— - Vo — ———
'Xxxx = \2€l;, ELEA) '** EILEA

Homogeenisen differentiaaliyhtalon nollasta poikkeava ratkaisu saadaan tunnetusti Kine-
maattisesti kayvéalla sinimuotoisella yritteella

v(x) = clsin%x, (28)

jonka sijoitus yhtaloon (27) johtaa sieventdmisen jalkeen nurjahduskuorman lausekkee-

seen
P=()e <Ibk+®2““> (29)
e

92



Vertaamalla t4té teknisen taivutusteorian Eulerin nurjahduskuorman lausekkeeseen B, =

2
(%) EI, voidaan yhtélon (29) jalkimmainen sulkulauseke tulkita teholliseksi neliomo-
mentiksi

Ibk+(%)2EA11
=—L 30
I e <0
Kéayttéden hyvaksi yhteytté (16), lauseke (30) voidaan sieventdd muotoon
r 2
Iq=2h+ymﬁﬁ, (31)
jossa
S (32)
T

Vertaamalla lauseketta (31) yleisempaan tehollisen neliomomentin les méérittelykaavaan
(26) nahdaan, ettd kaava (32) esittaa liittovaikutusparametria y kahdesta osasta muodos-
tetun palkin tapauksessa. Kaava (32) voidaan edelleen muokata yhtalén (17) avulla CLT-
poikkileikkaukselle sopivaksi

1
Y= 1+anfA/2'
L2GRb

(33)

Saadussa lausekkeessa (33) on huomattavaa, ettd johdettu tulos patee sellaisenaan vain
kuvan 8 mukaiselle symmetriselle, 3-kerroksiselle CLT-poikkileikkaukselle. Viisi- ja
kolmikerroksiselle mielivaltaiselle poikkileikkaukselle liittovaikutusparametrin y; lause-
ke pitkittaislamellille i saadaan edell& esitetylla tavalla soveltamalla yhtaloa (16) seka
maéarittelemalla neliomomentti aiemmasta poiketen muodossa

Ly = X(I; + viAse?). (34)

Néin saatujen y-parametrien lausekkeet seké yhtaléssa (34) esiintyvén termin ej maaritel-
maét on esitetty Eurokoodin [1] liitteessé B yleisessd muodossa siten, ettd ne soveltuvat
seka 3- ettd 5-kerroksisille levyille. Gamma-menetelmaésta voidaan edella esitetyn nojalla
todeta, ettd vaikka menetelmén teoreettinen perusta on yhtélon (16) mukaisesti kerros-
palkkiteoriassa, madritelmien (26) ja (34) avulla Gamma-menetelma palautuu kaytetta-
vaksi perinteisen teknisen taivutusteorian yhteydessa, mika tekee siité erityisen helposti
sovellettavan menetelman. Menetelmén haittapuolena on sen sovellettavuuden rajoituk-
set, silla se sopii sellaisenaan vain 3- ja 5-kerroslevyjen analysointiin. Lisaksi menetelma
on tarkimmillaan yksiaukkoisessa palkissa, jonka taipuma noudattelee sin-funktiota. Seu-
raavassa luvussa esitysta esimerkistd kuitenkin nahdaan, ettd kuormitustapauksen vaiku-
tus tarkkuuteen on varsin pieni. Lisaksi Kirjallisuudessa esitetyt taulukon 1 mukaiset app-
roksimaatiot lausekkeessa (33) kaytettavélle palkin pituudelle L antavat kdytdnnon kan-
nalta riittdvan hyvia tuloksia myds muissa kuin yksiaukkoisen palkin tapauksessa [3].
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Taulukko 1. Palkin tehollinen pituus. L on palkin pituus, Lmin on jatkuvan palkin lyhimmén aukon
pituus, ja L, on nurjahduspituus.

Rakenne Kaavassa (32) kaytettava
pituuden L arvo
Yksiaukkoinen palkki L
Jatkuva palkki 0,8Lmin
Ulokepalkki 2L
Puristettu sauva Ln

Gamma-menetelmé&an liittyva taivutusjannityksen lauseke koostuu yhtélon (18) mu-
kaisesti lamellin keskipisteen jannityksestd . sek& lamellin lokaalista taivutuksesta ai-
heutuvasta jannityksesta 1. Lamellin keskipisteen jannitys o, saadaan johdettua yhtalén
(12) mukaisesti lausumalla momentin komponentti M2 muodossa

MZ =M - Mll (35)

joka saadaan Kirjoitettua teknisen taivutusteorian differentiaaliyhtal6a seka kuvassa 5 esi-
tettyd maaritelmaé hyddyntden muodossa

Mz=M(1—M)=M(1—¥)=¥(1—21i), (36)

ElV,xx

Sijoittamalla saatuun yhtaléon Gamma-menetelméan mukainen nelidmomentin lef lauseke
(26), paadytaén tulokseen

M
M, =E72Aiei2- (37)

Kun sovelletaan saatua yhtaléa (37) kuvan 8 mukaiselle 3-lamelliselle CLT-poikkileik-
kaukselle, saadaan yhtalén (12) méaaritelman avulla pitkittaislamellin keskipisteen janni-
tyksen lausekkeeksi

I R T
ey T & (38)

Vastaavasti lokaalista taivutuksesta aiheutuva, lamellin reunalla arvon o1 saava jannitys-
komponentti saadaan lausumalla taivutusmomentin komponentti M1 muodossa

My ==X 1, (39)
josta seuraa kuvan 5 mukaisesti

M
- _TXlit Mt
V7S 27 12

(40)
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Néin ollen kuvan 8 mukaisen 3-lamellisen CLT-poikkileikkauksen reunalla esiintyva tai-
vutusjannityksen suurin arvo saadaan lausekkeesta

t r

M
Omax = 01 T 03 = E(E'l' y;) (41)

Reunajannitys voidaan saadun tuloksen mukaisesti kirjoittaa myds maérittelemélla tehol-
linen taivutusvastus Wes siten, etta

M M

Omax = T = 3 (42)
rt ef
Y2tz

Yhtélon (41) mukaisesti taivutusjannityksia laskettaessa liittovaikutusparametri y
esiintyy sekd nelidmomentin ler lausekkeessa etta lamellin keskipisteen neutraaliakselilta
mitatun etdisyyden kertoimena.

Poikkileikkauksen leikkausjéannitysten lausekkeet Gamma-menetelmassa johdetaan
normaalijannityksid vastaavalla tavalla. Yhtalon (8) mukaisesti leikkausjannitys poikit-
taislamellin kohdalla saadaan lausekkeesta

T = %Uz,x. (43)
Edella kasitellyn 3-lamellisen CLT-poikkileikkauksen tapauksessa tdma voidaan yhtéalon
(37) avulla kirjoittaa muotoon

Al M QYA QS
=2(2)0) =28
=0 (lefy 2>’x bl blef' (44)

jossa on otettu kayttoon tehollisen staattisen momentin lauseke. Leikkausjannityksien las-
kennassa on normaalijannitysten tapaan huomioitava, ettd Gamma-menetelméssa liitto-
vaikutusparametri esiintyy paitsi nelidmomentissa, myos pitkittaislamellin neutraaliakse-
lilta mitatun etéisyyden kertoimena.

Laajennettu Gamma-menetelmd

Kun CLT-poikkileikkauksen kerrosten lukumaara on suurempi kuin viisi, edelld esitetylla
tavalla johdetut y-parametrien lausekkeet eivat enda ratkea suljetussa muodossa. Fysikaa-
lisesti tdmé johtuu siitd, ettd yli 5-kerroksissa poikkileikkauksessa on pitkittaislamelleja,
joihin liittyva joustavuus ei endd maardydy pelkéstaan sen kahden vierekkaisen poikit-
taislamellin perusteella, vaan siihen vaikuttaa myds reunempana sijaitsevat poikittaisla-
mellit. Tallaisessa tapauksessa liittovaikutusparametrien y; arvot saadaan lineaarisesta yh-
taléryhmasta
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Vi, Vi O 0 0 Y1 Sy

U1 V22 Va3 0 0 Y2 S2
0 w3, V33 V34 0 ||V3]|=]|S3] (45)
O O . . .
0 0 0 Vmm-1 Vmm VYm Sm

jossa tri-diagonaalisen systeemimatriisin termit lasketaan pitkittaiskerroksen i jaykkyy-
den D; seka kahden pitkittdiskerroksen i ja j valisen poikittaiskerrosten jaykkyyden C; ;
avulla seuraavasti:

Vij—1 = —Cio1,0i-1, (46)
Vi = (Cimyi + Coivn + Dp)ay, (47)
Viiv1 = —Ciiv1@it1, (48)
G =" 2% (49)
D, = Tt (50)

jossa pitkittaiskerroksen i poikkileikkauksen pintakeskitstd mitattua etéisyyttd on mer-
kitty termilla a;. Yhtaléryhmén (45) oikean puolen vektorin alkio s; siséltaa pitkittaisla-
mellin i viereisten poikittaiskerrosten jaykkyydet muodossa

si = Ci—1i(a; — a;—1) — Ciip1(aipr — ap). (51)

Esitettyja yhtéloita (45) — (51) kutsutaan lahteen [3] mukaisesti laajennetuksi Gamma-
menetelmaksi. Yhtéloryhman (45) ratkaisemisen jalkeen saatuja liittovaikutusparametreja
hyédynnetaan kuten tavallisessakin Gamma-menetelméssé.

Menetelmien vertailu numeerisen esimerkin avulla

Tarkastellaan lahteen [11] mukaisesti kuvassa 11 esitettyd yksiaukkoista CLT-rakennetta,
jonka poikkileikkaus koostuu kolmesta 40 mm paksuisesta C24-lujuusluokan sahatava-
rasta. Lamellien kimmokertoimet syiden suunnassa ovat Eo = 11500 MPa ja Go = 650
MPa. Keskimmaisen lamellin materiaaliarvoista vain syitd vastaan kohtisuoran suunnan
liukumoduulin Gr arvoa hyddynnetdén laskennassa. Sille kdytetdén tyypillista oletusar-
voa Gr = Go/10 = 65 MPa. CLT-levysté tarkastellaan yhden metrin levyista kaistaa, jolle
kohdistuu pysyvd ominaiskuorma gk = 1,0 kN/m? sekd ominaishyétykuorma gx = 2,0
kN/m2. Taipumien laskennassa kaytetaan kuormien ominaisyhdistelmaa, jolloin tasaisen
kuorman arvoksi saadaan gq,1 = 3,0 KN/m. Vastaavasti jannitystarkasteluissa kéytetadan
keskipitkan aikaluokan kuormitusyhdistelmaé, joka johtaa tasaisen kuorman arvoon Qg2
= 4,15 kN/m.
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Kuva 11. Tasaisesti kuormitettu 3-lamellinen CLT-palkki.

Murtorajatilan kuormituksen aiheuttamat taivutusjannitysjakautumat on madritetty
kuvan 11 esimerkkitapaukselle edelld esitetyilla Gamma-menetelmalld, Kreuzingerin me-
netelmalla sek& kerrospalkkiteorialla. Gamma-menetelméssa saadaan tehtdvan lahtoar-
voilla yhtalon (33) mukaan liittovaikutusparametrin yarvoksi 0,947. Tamén jalkeen méaa-
ritetd&n poikkileikkauksen teholliset poikkipintasuureet les ja Ser, joiden avulla saadaan
maéadritettyd taivutus- ja leikkausjannitykset poikkileikkauksen eri kohdissa kaavojen (38),
(40), ja (44) mukaisesti. Kayttorajatilaa vastaava palkin maksimitaipuma on niin ik&&n
suoraviivaista maarittaa kayttamalla tehollista nelimomenttia lef teknisen taivutusteorian
tutuissa taipumakaavoissa.

Kreuzingerin menetelmaa varten muodostetaan ensin kuvan 9 mukainen FEM-malli,
jossa kuvitteelliset palkit A ja B on kytketty toisiinsa nivelpéisilld ideaalisen jaykilla sau-
voilla. Esimerkkilaskelmissa todettiin, ettd sauvojen pituudella ei ollut juurikaan vaiku-
tusta tuloksiin, mutta sauvojen vélinen etéisyys sen sijaan vaikutti luonnollisesti jonkin
verran. Raportoiduissa laskelmissa sauvojen pituudeksi valittiin 260 mm ja sauvojen
valiseksi etdisyydeksi 63 mm. Esimerkin l&htéarvoilla palkkien A ja B taivutusjaykkyyk-
sien arvoiksi saadaan (EI),=2El, =1,23-10'"" Nmm? ja (ED)g =2(EAr?/2)=1,47-10"
Nmm?. Leikkaus-jaykkyyksien arvoiksi saadaan vastaavasti (GA4),—oo sekd
(GAg=br?/(1/kerr +t/2/Gy + t/2/Gp) =9,46:10° N, jossa jalkimmaisessd lausek-
keessa on huomioitu seké poikittaiskerroksen joustavuus etta pitkittaiskerrosten jousta-
vuudet l&dhteen [4] mukaisesti. Mikali pitkittaiskerroksia ei huomioida, leikkausjaykkyy-
den (GA4)g arvo muuttuu 10%, jolla puolestaan ei ole lopputuloksiin juurikaan vaikutusta.
Kuvitteellisten palkkien poikkileikkaukset ovat todellisen palkin levyisia suorakulmioita,
joiden korkeuksiksi valitaan edelld maaritettyjen taivutusjaykkyyksien perusteella 50,40
mm palkille A ja 115,4 mm palkille B. Kummankin palkin kimmomoduuli E on vastaa-
vasti 11500 MPa. Palkin B liukumoduuliksi G valitaan 82 MPa, jolloin sen leikkausjayk-
kyys vastaa yll& laskettua arvoa. Rasitusten méaarittamisen jalkeen palkin jannitysten méaa-
rittdminen tehd&an samoin kuin kerrospalkkiteoriassa kaavojen (A.11- A.13) mukaisesti.
Kuvassa 12 on esitetty numeerisesti maaritetyt palkkien A ja B taivutusmomentti- ja leik-
kausvoimakuvaajat.

Eri menetelmillé saatuja poikkileikkauksen jannitysten arvoja on havainnollistettu ku-
vassa 13. Lisaksi Taulukkoon 2 on koottu sekd murtorajatilan jannitystulokset etta kayt-
torajatilan mukaisella kuormituksella lasketut palkin maksimitaipumat.
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Taulukko 2. Menetelmien antamien tulosten vertailua. Termi o> on pitkittaislamellin keskella ole-
va taivutusjannitys kaavojen (20) ja (38) mukaisesti.

kerrospalkki- | Kreuzingerin Gamma-
teoria menetelma menetelma
Gmax (MPa) 5,68 5,33 5,69
o, (MPa) 3,73 3,79 3,72
Tmax (MPa) 0,115 0,126 0,119
Vimax (MmM) 16,08 16,30 16,10
2 2 o o Palkki A

mmhm:bmmm» ¢¢¢¢¢¢¢¢ e
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o
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Kuva 12. Kreuzingerin menetelmalla maaritetyt kuvitteellisten palkkien rasituskuviot. Kuvaan on
merkitty myos kerrospalkkiteorian tarkan ratkaisun mukaiset vastaavat arvot sulkulausekkeilla

M (11,93 kNm)

<1l | ILIJ.l‘-‘"
= w.
N

{ H|HHH|HI|HHIH

-80

¥ (mm)

...... Gamma-menetelma
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leikkausjannitys 7 (MPa)

Kuva 13. Poikkileikkauksen jannitysjakautumia, a) taivutusjannitys palkin keskella, b) leikkaus-
jannitys palkin vasemmassa paassa.
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Kuten edell4 esitetyisté tuloksista ndhdaan, eri menetelmien antamat tulokset ovat hy-
vin lahelld toisiaan, kuten teoriatarkastelujen perusteella pitadkin. Kerrospalkkiteoriaan
perustuvaa ratkaisua voidaan kayttaa teoreettisesti tarkkana vertailutuloksena, jolloin voi-
daan todeta Gamma-menetelmén antavan erittdin hyvia tuloksia. Teorian nojalla ndémé
erot johtuvat siitd, ettd palkin taipumamuoto ei noudata sin-funktiota, kuten Gamma-me-
netelmén johtamisessa oletettiin. Kreuzingerin menetelmén tuloksissa nahtévét erot ai-
heutuvat sen sijaan padosin kokonaan numeerisen mallin muodostamisessa tehdyisté va-
linnoista, esimerkiksi kuvitteelliset palkit A ja B yhdistavien jaykkien nivelsauvojen lu-
kumaaralla on jonkin verran vaikutusta tuloksiin [11]. Liséksi pitkittaislamellien leik-
kausmuodonmuutoksen huomioon ottamisella on pieni vaikutus lopputuloksiin. Luonnol-
lisesti Kreuzingerinkin menetelmaéssé alkuperdisen CLT-palkin tasapainoyhtalét toteutu-
vat, ja palkin jokaisessa kohdassa kuvitteellisten palkkien A ja B rasitusten summa vastaa
ulkoisista kuormista aiheutuvia rasituksia. Tulosten perusteella voidaan sanoa, etté esi-
merkin kaltaisissa tehtévissa kaikki kéytetyt menetelmét johtavat kdytannén kannalta riit-
tavan tarkkoihin tuloksiin.

Yhteenveto ja johtopaatokset

Artikkelissa on havainnollistettu lapetaivutettujen CLT-palkkien yleisimpid lujuus-las-
kentamenetelmi& yksinkertaisen esimerkkitapauksen avulla. Téahan ldhestymistapaan on
paadytty, jotta eri menetelmien yhtéldiden rakenne pysyisi mahdollisimman yksinkertai-
sena. Artikkelissa esitetyn mukaisesti CLT-rakenteiden lujuuslaskennassa yleisesti kay-
tetyt Gamma-menetelmé seké& Kreuzingerin leikkausanalogia ovat hyvin laheista sukua
klassiselle kerrospalkkiteorialle. Artikkeli siséltda eri menetelmien keskeisimpien termi-
en ja yhtaloiden seikkaperdisen johtamisen lisdksi numeerisen esimerkin, jonka yhteydes-
s& menetelmien yhtaldisyyksia ja eroja on vertailtu seka niiden sovellettavuutta kdytannon
laskentatehtéviin on tarkasteltu eri nakokulmista. Artikkelin liitteessé on esitetty yksityis-
kohtaisia ohjeita kerrospalkkiteorian hyodyntdmiseen niilta osin, kuin vastaavia ohjeita
on alan Kirjallisuudesta hankalasti l0ydettavissd. Tassa artikkelissa on késitelty CLT-ra-
kenteiden sovelluskohteista vain lapetaivutettua palkkia, mutta myds tason suuntaisesti
kuormitettujen CLT-levyjen lujuuslaskennassa kaytettavien menetelmien Kirjo on niin
laaja, ettd niiden vastaavanlainen seikkaperainen kasittely olisi hyodyllista.
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Liite A - Kerrospalkkiteorian soveltaminen CLT-palkeille

Tassa liitteessa esitetadn kerrospalkkiteorian soveltamiseen tarvittavat keskeiset yhtalot
lapetaivutetun CLT-palkin tapauksessa muutamassa usein toistuvassa kuormitustilantees-
sa. Naiden yhtéloiden avulla kerrospalkkiteorian soveltaminen on suoraviivaista, eika
kéyttajan tarvitse erikseen perehtyd teorian yleisempaan esitysmuotoon [7].
Kerrospalkkiteoriassa taipuman differentiaaliyhtal® kirjoitetaan muodossa

bK M xx

Va5 BVt M) = — =%, (A1)
jossa esiintyvét termit ovat aiemmin kuvatun mukaisesti

By = XL, EI; (A.2)

By = Y, P EA, (A.3)

B = B, + B, (A.4)

jossa edelleen 1i = hi®b/12 on pitkittaiskerroksen i neliomomentti oman pintakeskionsé
suhteen ja y;i on pitkittaiskerroksen pintakeskion etéisyys koko poikkileikkauksen pinta-
keskitstd. Kaavassa (A.1) olevaan leikkauskertoimeen K on koottu kaikkien liittimien
leikkausjaykkyydet muodossa

K = £ a2k, (A5)
jossa k; on liitoskerroksen j leikkausjaykkyys, joka CLT-palkin tapauksessa on

k; = B2 (A.6)

ja aj on kuvan Al mukaisesti poikittaiskerroksen j viereisten pitkittaiskerrosten pintakes-
kididen valinen etaisyys:

aj = Yj+1 — V) (A7)

Differentiaaliyhtélon (A.1) ratkaisu saadaan homogeenisen osan yleisen ratkaisun vo
sekd kuormituksesta riippuvan yksityisratkaisun vi summana:

vV = UO + Ul, (A8)
vo(x) = C; cosh%x + G, sinh%x + C3 + Cyx, (A.9)
missa
A=12X (A.10)
ByBs
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Kaavassa (A.9) esiintyvat tuntemattomat termit saadaan ratkaistua reunaehdoista, ja
esimerkiksi tasaisen kuormituksen tapauksessa yksityisratkaisu vi on

_ _ 4 Bs,p_al .3, 4 .4
v (x) = et 128" +o X (A.11)

Taivutuksesta aiheutuvat normaalijannitykset eri pitkittaiskerroksissa maéaritetdén
yhtalolla

L E.

;= + ,1=1,..,n. .

o, =2 My + 25N, i =1 A.l12
Bo Bs

jossa kuvan Al mukaisesti koordinaatin y' origo on pitkittaiskerroksen i keskell, ja
koordinaatin y; origo on koko poikkileikkauksen pintakeskitssd. Vastaavasti termi Mo
kuvaa sita taivutusmomentin osaa, joka otetaan vastaan pitkittaiskerroksien lokaalina
taivutuksena, ja M sitd taivutusmomentin osaa, joka otetaan vastaan pitkittaiskerroksien
aksiaalisten voimaparien momenttina.

i=1
o~
S| G, IS I
oE, | —t--1= centroid of
cross-section
j—n-] N
= 2 LS| centroid of
Ll I N layeri
b/2 b/2
y, v(X), a(x)

Kuva Al. CLT-poikkileikkauksessa kéytetyt merkinnéat

Leikkausjannitykset maaritetddn erikseen pitkittais- ja poikittaiskerroksille. Poikit-
taiskerroksessa j oleva vakio leikkausjannitys saadaan kaavasta

kja;j kjajQs .
=Ly ="TIE j=1,.,n-1, (A13)

kun taas pitkittaiskerroksessa i leikkausjannitys muuttuu parabolisesti, ja saa lokaalin &a-
riarvonsa kerroksen keskell:

Timax = A— J yoe 1 (A.14)

jossa Q; on pitkittaiskerroksen i osuus kaikkien pitkittaiskerroksien kantamasta leikkaus-
voimasta Qo.

Y14 esitetyissd kaavoissa (A.12) — (A.14) esiintyvien termien Qi, Qs, Mo, Ms, ja vy
lausekkeet on esitetty yleisessd muodossa lahteessé [7]. Huomattavaa on, ettd aiemmin
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esitellyssa Kreuzingerin menetelméssé kuvitteellisen palkin A rasitukset vastaavat terme-
ja Qo sek& Mo, kun taas kuvitteellisen palkin rasitukset vastaavat termejé Qs ja Ms. Ker-
rospalkkiteorian mukaiset tarkat lausekkeet on esitetty alla muutamalle usein toistuvalle
kuormitustapaukselle. Esitetyissé kaavoissa kdytetddn seuraavia lyhenteita:

B;
i B_s’ (A.15)
a=)r ;= ?, (A.16)
BS
B = (A.17)
Tasainen kuormitus
q p
| L~ \d I/ L~ 7 4 17 \d 7 L~
* L

| -—

Kuva A2. Yksiaukkoinen palkki sek& tasainen kuormitus

Tapauksessa, jossa palkin péissa kerrosten vélinen liukuma péasee vapaasti tapahtumaan,
lausekkeet ovat lahteen [12] mukaan

v =2 | le(1- 282 + 8N+ (1 -8 - mh( )C;O:é()m;m)l, (A.18)
M(@—qﬁi;lﬁ )—%(m“%§$$%@vl (A19)
Mo(§) = qL2 == |6(1 - ) + — (COSh(A)C;C:h()m 28)>l, (A.20)
y(©) = 2O K(1+a)l (1 26) __smh (Au=28) A2
Qi) = qLE 2 (1 - 28) + Ml (A.22)

cosn(;)

Mikali taas palkin paiden tuennat ovat sellaiset, jotka estavat kerrosten vélisen suhteelli-
sen siirtymén, lausekkeet ovat:

cosh(%)—cosh(a(l_zf))

U(f) - 5(1 262 + 53) +-— 2a /12 6(1 - f) 2a Ag sinh(&) 2 ) (A23)
Mo(©) = qL? |61 - ) + @ﬁgﬁiﬂ | (A.24)
1+a |2 Zsmh@) Al '
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a 1 cosh(—a(l_z"c)) 1
Mo(§) = q12 == m—f)——(.—a—;)], (A25)

14+a |2 al Zsmh(E)
% sinn(*45%)

y(§) === K(1+a')l (1 —25)—W, (A.26)

si A(1-28)
Q&) = qL—~ l (1-28)+ IZET(&))l (A.27)
Pistekuorma palkilla

F
s e —
AN
* L

Kuva A3. Yksiaukkoinen palkki ja pistevoima

Pistevoima vaikuttaa kuvan A3 mukaisesti kohdassa x = e (dimensiottomassa muodossa
kohdassa ¢ = e/L). Tarkastellaan tapausta, jossa kerrosten vélinen suhteellinen siirtyma
padsee palkin tuilla vapaasti tapahtumaan. Tallgin taipuman lausekkeet ovat:

() =21 - 8 @e - £2 - £ + 5 (1 — ) — A0S e (A.28)

al3  sinhi

v,(§) = = [e(l—f)( 2+ 28— &)+ —e(1—§) - =T sinhA(1-§)|,  (A.29)

a3 sinhA

jossa alaindeksi 1 viittaa palkin vasempaan osaan 0 < ¢ < ¢ ja alaindeksi 2 puolestaan
pistevoiman oikealla puolella olevaan osaan ¢ < £ < 1. Muut tarvittavat lausekkeet ovat:

Mgy = == [(1 - £)¢ — =2t sinhag], (A.30)
M, = % (1 - &) — S sinpa(1 - §)|, (A31)
Moy =22](1 - e)E + %“h‘” nhag], (A.32)
Moz =22 e(1 - ) + 222 sinha(1 - ) (A.33)

PSP .
vy =228 = T | e 4+ T cosha(1 - §) (A.35)

104



Qu = £ 1 e 2000 ] A3
Qiz = 2L |- — 2222 cosha(1 - ). (A37)
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