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Poikittaisisotrooppinen lineaarikimmoinen materiaalimalli
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Tiivistelmd. Artikkelissa johdetaan lineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen materiaa-
limallin konstitutiivinen yhtédlo invarianttiteorian avulla koordinaatistoriippumattomassa muo-
dossa. Poikittaisisotrooppisen kimmoisan aineen jidnnitysenergia tai vastaavasti muodonmuu-
tosenergia riippuu viidestd invariantista, kolmesta jénnitystensorin invariantista ja kahdesta
jannityksen ja rakennetensorin tulon invariantista, tai muodonmuutosenergian tapauksessa kol-
mesta venymaétensorin invariantista ja kahdesta venymén ja rakennetensorin tulon invariantista.
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Johdanto

Materiaalin symmetriaominaisuudella tarkoitetaan materiaalin tietyn pisteen ominaisuuk-
sien vaihtelua suunnan suhteen [5, Sivu 75]. Mikdli ominaisuudet ovat suunnasta riip-
pumattomia kutsutaan materiaalia isotrooppiseksi, muussa tapauksessa anisotrooppisek-
si. Lineaarisesti kimmoisalla materiaalilla on kahdeksan mahdollista symmetriaryhméa
[4, 5, 6, 8. Yksi naistd ryhmistéd on poikittaisisotrooppinen eli transversaali-isotrooppinen,
jossa ominaisuudet ovat isotrooppisia vain yhden tason suhteen. Isotropiataso voidaan
méadrittad, kun tunnetaan sen yksikkonormaalivektori m. Poikittaisisotrooppisia aineita
ovat esimerkiksi yhteen suuntaan kuituvahvistetut komposiittimateriaalit, kerrokselliset
maalajit, jad [10], kuva 1. Taottujen metallien visymisominaisuudet ovat poikittaisisot-
rooppisia vaikka kimmoiset ominaisuudet olisivatkin ldhes isotrooppisia [7].

Téassé artikkelissa johdetaan lineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen aineen
seké joustomuotoinen, ettd jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtélo yleisesséd koordi-
naatistoriippumattomassa muodossa kiyttiden tensoriarvoisten skalaarifunktioiden inva-
rianttiteoriaa [2, 12, 16, 17, 18, 19], katso myos [13, Luku 4].

Poikittaisisotrooppinen lineaarikimmoinen materiaalimalli

Materiaali on poikittaisisotrooppista, eli transversaali isotrooppista, mikéli sen ominai-
suudet ovat isotrooppisia tietyssd tasossa ja poikkeavat niistd tédtd tasoa vastaan kohti-
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Kuva 1. Esimerkkejé poikittaisisotrooppisista aineista: yhteen suuntaan kuituvahvistettu ja kerroksellinen
rakenne.

suorassa suunnassa. Poikittaisisotrooppisella aineella on siten symmetriaominaisuus, joka
kuvataan symmetriaryhmén[13]

gl = {Q € O<V)> Qm:m}a (1)

avulla, jossa O(V') on kolmidimensioisen euklidisen vektoriavaruuden V ortogonaaliryhma.
Poikittaisisotrooppinen ryhmé G, sisiltda siten kierrot @, jotka sdilyttavit kuvauksessa
suunnan m.

Materiaalia, jolla on olemassa kimmoinen potentiaali, sanotaan Greenin kimmoisaksi
tai hyperkimmoisaksi materiaaliksi. Tarkastellaan ensin hyperkimmoisen konstitutiivisen
yhteyden muodostamista ldhtien komplementaarisesta muodonmuutosenergiatiheydesta,
eli jannitysenergiatiheydesta W<e:

We=W(o,M)=W(QoQ", QM Q"), (2)

jossa M = m® m on rakennetensori, m on isotropiatason yksikkévektori ja @ on poikit-
taisisotrooppiseen symmetriaryhméian G; kuuluva ortogonaalinen tensori. Poikittaisisot-
rooppisen kimmoisan aineen esityslause ilmaisee jannitysenergian riippuvuuden viidesta
jannityksen o ja rakennetensorin M invariantista [2, 13, 14]

We = WC<[17[27[37[47[5)7 (3)

jossa invariantit I; ovat

1 1
L =tro, L= §tr(0'2), I3 = gtr(a?’), Iy =tr(eM), Iy=tr(c’M). (4)

Invariantit I, ja I5 voidaan kirjoittaa myts muodossa
Iy =tr(cM) = m-om, Is = tr(6’ M) = m-o*m. (5)

Yleisin mahdollinen kimmoinen poikittaisisotrooppinen joustomuotoinen konstitutii-
vinen yhtalo venymélle e saadaan derivoimalla jannitysenergia (3) jdnnityksen suhteen
owe  owe owe owe owe owe

= = I 2 M
=% on  Tan’"an % Tan, ™M an

(oM + Mo). (6)
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Rajoituttaessa lineaariseen malliin, on derivaattojen 0W¢°/01; toteutettava

owe

S =i+l (1)
=t ®)
aavzc 0, ()
%le — byly + buls, (10)
%VZC b, (11)

koska kaikkien termien on yhtélossd (6) oltava jannityksen o suhteen lineaarisia. Identi-
teetista

*WwWe B o*we (12)
oLoI;,  OLoI;
saadaan 5 /oW o /oW
L ((9_11) =L (8_14) : joten b = bs. (13)

Lineaarikimmoisalla poikittaisisotrooppisella materiaalilla on siten viisi materiaalipara-
metria ja sen konstitutiivinen yhtalo voidaan kirjoittaa yleisessé koordinaatistosta riip-
pumattomassa muodossa

e=(bitro+bstr(ecM))I + byo + (bstro + bytr(cM))M + bs(c M + Mo). (14)

Epélineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen aineen hyperelastisia malleja on
esitetty mm. lahteissa [9, 15].

Materiaaliparametrit

Johdetaan seuraavaksi materiaaliparametrien by, ..., b5 lausekkeet ilmaistuna fysikaali-
sesti mielekkdiden kimmovakioiden avulla [11]. Téatd varten tarkastellaan erikoistapausta,
jossa isotropiataso yhtyy s, z3-tasoon, eli pitkittdissuunnan yksikkovektori m on -
akselin suuntainen, eli m = e;. Fysikaalisesti jarkevit materiaaliparametrit ovat isotro-
piatason kimmokerroin Ep ja Poissonin vakio vr seké pitkittdissuunnan z; kimmokerroin
Ep, Poissonin vakio x1,z3- ja x1,xo tasoissa, vy sekéd leikkauskerroin G = G = Gi3.
Pitkittaissuuntaan liittyvét parametrit £y, G, ja vp ovat toisistaan riippumattomia.

Lausutaan kertoimet by, ..., b5 fysikaalisesti mielekkdiden materiaalivakioiden Fp, G,
vy, Er ja vy avulla. Kirjoitetaan nyt yleinen yhtélo (14) Voigtin merkintdtavalla. Voigtin
merkintdtavassa jannitys- ja venymétensorit kirjoitetaan pystymatriiseina ja kadytetadn
seuraavaa jarjestystd jannitys- ja venymékomponenteille

~ T . ~ T
0 = (011,092,033, T23, T13, T12) » ja € = (€11,€22,€33, Va3, V13, V12) " - (15)

Koska pitkittiissuunan yksikkovektori on nyt pystymatriisina m = (1,0, 0)", saadaan
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matriisiesitykset?

1 00 2011 Ti2 Ti3
M=m@m=|0001], ja ocM+Mo=| 72 0 0 |, (16)
0 00 T13 0 0
seka
[1:tr0':<711+022+033, [4:t1"(0'M):O'11. (17)
Téaten
€11 €12 €13 100 011 Ti2 T13
€12 €2 €23 | = [bi(oi+0oa+0s3)+bsonn] | 0 1 0 |4+by| 712 02 T3 |+
€13 €23 €33 00 1 T13 €23 033
100 2011 Ti2 Ti3
+ [b3(0’11 + 099 + 0'33) + b40'11] 0 0 0 + b5 T12 0 0 . (18)
000 T13 0 0

Kootaan tulokset yhteen ja otetaan huomioon ettd Voigtin merkintéitavasa leikkausmuo-
donmuutokset esitetddn liukukulman v;; = 2¢;; avulla, saadaan viimein joustomuotoinen
konstitutiivinen yhtalo

€ = Do, (19)
jossa materiaalin komplianssi- eli joustomatriisi on
b1+bg+b4+2(b3+b5) by +b3 by +b3 O 0 0
b1 + b3 b1 + b2 b1 0 0 0
. b1 + b3 by by +by O 0 0
D= 0 0 0 2by 0 0 (20)
0 0 0 0 2(by+ bs) 0
0 0 0 0 0 2(by + bs)

Edelld esitetystd muodosta havaitaan heti, ettd isotropiatason leikkauskertoimen Gy =
(o3 ja by:n relaatio on

1 _1+VT
2Gr  Er

To3 = G y23, joten by = (21)

Poissonin vakio isotropiatasossa rp on venymien €99 ja €33 vélinen suhde yksiakselisen
normaalijannityksen vaikuttaessa xs-akselin suunnassa, joten

E99 — —UVTE33. (22)
Tasta seuraa
€99 = b1033 = b1 Epess = —b1 Epegs /vy, (23)
josta saadaan
vr
by = ——. 24
1= (24)

2Koska operoimme karteesisessa koordinaatistojirjestelmiissi, selkeyden vuoksi emme tee eroa tensori-
ja matriisiesityksen merkintdtapojen vélilla.
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Tarkistuksena on hyvéa havaita, etta

1
£99 = (b1 + by)o9y = E_022' (25)
T

Kerroin bs saadaan ratkaistua tason (z1,x2) tai (x1, z3) leikkauskertoimen avulla:

1 1 1 1
by + b5 = 3G, josta saadaan by = 3 (G—L — G_T) ) (26)

Vakio b3 voidaan méarittada laskemalla venymé xo-akselin suunnassa kun normaa-
lijAnnitys vaikuttaa pitkittdissuuntaan x;. Poissonin vakio r; mééritelldadn seuraavasti,
kun ainoastaan o;; # 0 on nollasta poikkeava

E99 = —UVT€11, tal €33 — —UVUT€11. (27)

Koska 011 = Ere11 saadaan

€92 = (b1 +b3)o11 = (by + b3) Eren (28)
josta seuraa
€22
— = —vp = (b1 +b3)EL, (29)
€11

ja viimein saadaan bs:n lausekkeeksi

VL vt VL
b3=——" —by = — — — 30
T E, ' Er By (30)
Viimeinen kerroin by voidaan ratkaista yhtalosta

1
€11 = (bl +b2+b4+2(b3+b5))011 = E—O'11 (31)

L

josta saadaan
1 1+ 2y, 1 1

by = —— — by — by —2(bs + b5) = —_ - — 32
1=g, b (b3 + bs) 7, ‘l'ET e (32)

Yhteenvetona yleisen lineaarikimmoisen poikittaisisotroopisen materiaalimallin (14)
kertoimet b; ovat:

by = —2—:;, (33)
by = J];T”T, (34)
by = 2—7; - E—LL (35)
b5:%(GLL_GLT). (37)
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Joustomatriisi D voidaan kirjoittaa erikoistapauksessa, jossa isotropiataso on (zs, x3)-
taso, muodossa

1/EL _VL/EL —I/L/EL 0 0 0
—VL/EL 1/ET —VT/ET 0 0 0
. —VL/EL —VT/ET 1/ET 0 0 0
b= 0 0 0 1/Gr 0 0 (38)
0 0 0 0 1/G, 0
0 0 0 0 0 1/Gy

Edella olevasta muodosta ndhdéén, ettéd joustomatriisi redusoituu lineaarikimmoisan isot-
rooppisen mallin joustomatriisiin, kun v = vp = v, E = Er = Ep ja G = G = Gp =
E/2(1 + v). Tamé voidaan myos todeta kaavoista (33)-(37), jotka redusoituvat isotroop-
pisessa tapauksessa muotoon by = —v/E by = 1/2G,bs = by = bs = 0.

Joustomatriisi (38) voidaan kirjoittaa myos muodossa

D1 Dy Dyo 0 0 0
D1y Dy Dog 0 0 0
B D1y Dss Do 0 0 0
D= 0 0 0 2(Dypp—Dy) 0 0 ’ )
0 0 0 0 Dy 0
0 0 0 Dyy
jossa
1 1 v v
D11 = —L, D22 - E_Ty D12 - _E._iy D23 - _E_ia D44 - G_L7 (40)
ja
2(1 + VT) 1
2(Day — Dys) = = —. 41
( 22 23) ET GT ( )

Materiaaliparametrien maaritys

Lineaarisesti kimmoisan poikittaisisotrooppisen aineen materiaaliparametrit voidaan maé-
rittdd seuraavien kolmen /neljan kokeen perusteella, jossa pitkittaisakselin on oletettu ole-
van ri-akselin suuntainen.

1. Kuormitetaan koekappaletta yksiakselisella jannitykselld pitkittdissuunnassa 1, eli
011 7é O, ja mitataan Venymét €11,E22 — £33, talloin E1 = EL = 0'11/611 ja vy =
—522/ €11-

2. Kuormitetaan koekappaletta 1-akselisella jénnitykselld isotropiatasossa, esim. oo,
ja mitataan venymét kolmessa kohtisuorassa suunnassa €11, €99 ja €33, talloin Fy =

Er = 022/52% v = —533/522-

3. Leikkauskerroin (G voidaan méaarittaa leikkauskokeella 1-2 tasossa, talloin Gy =
T 12/ T12-

4. Isotropiatason leikkauskerroin G voidaan méarittaéd leikkauskokeella 2-3 tasossa
Gr = To3/703. Témi saadaan myos kokeen 2 tuloksena, joten tdmé testi ei ole
valttaméaton.
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Thermodynaamiset rajoitteet

Jotta venymé- tai jinnitysenergia olisi positiivinen kaikilla venymien arvoilla, on materiaa-
lin kimmoisen komplianssimatrisin, ja siten myos materiaalin kimmoisen jaykkyysmatriisin
oltava positiivsesti definiitti. Valttaméaton ja riittdva ehto matriisin positiividefiniittiydel-
le on, ettd kaikki sen padalideterminantit ovat positiivisia, josta seuraa ehdot:

D1 >0= FE; >0, Dyp>0 = FEpr>0,

2(D22 — Dgg) >0= Gr> 0, Dyu>0 = G > 0, (42)
Dy Dy 2 Er
D12 D22 > 0= D11D22 — D12 >0 =1- EL vy, >0
:>—\/EL/ET<VL< \/EL/ET, (43)
Day Das 2 2 L Vi
Doy Doy >0= D5 —D3>0 = E_% E_%>0
= 1-1v5>0 = -l<up<l, (44)
Dy Dig Dao
Dis Dyy Doz | >0= (1—v3)Ep —2Erv7(1 4+ vp) >0
D1y Doz Doy

(1 — (1 —
\/ vr) <yp < \/ vr) (45)

Havaitaan, etté rajoitteesta (44) johtuen epayhtélo (45) on rajoittavampi kuin (43). Line-
aarisen poikittaisisotrooppisen materiaalimallin parametrien termodynaamlset rajoitteet
ovat siten

E, >0, Er>0, Gp>0, (46)
—l<vr <1, (47)
EL(l—VT) EL(l—VT)
_ _ . 4
T <vp < T (48)

Monotonisuusehdot

Termodynaamiset rajoitteet ovat pakottavia. Mikéli oletetaan ettd kimmokertoimen &éri-
arvot saavutetaan pitkittdissuunnassa ja isotropiatasossa seuraa siitd lisdrajoitteita. Toi-
sin sanoen kimmokerroin mielivaltaisessa suunnassa pitkittdissuuntaan ndhden vaihtelee
monotonisesti siirryttiessi pitkittidissuunnasta isotropiatasolle®, katso esim. [1, 3, 11].
Tarkastellaan téta ajatellen, etté yksiakselinen jannitys vaikuttaa x;-akselin suunnassa ja
ettd pitkittaissuunnan yksikkovektori m muodostaa kulman « x;-akselin kanssa. T&lloin
m = (cosa,sina, 0)T ja kiytetiifin nyt lyhennysmerkintdji ¢ = cosa ja s = sina, jolloin
saadaan

 sc 0 2c¢%01; scoy; 0
M=me®m=| sc s 0|, ja oM+Mo=| sco;; 0 0 |, (49)
0 0 0 0 0 0

3Tamé on helppo kuvitella esimerkiksi yhteen suuntaan kuituvahvistetulle materiaalille, jossa kuidun
suunta edustaa maksimijaykkyytté ja sitd vastaan kohtisuora suunta minimijaykkyytté.
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ja
Il :tI'O'ZO'H ]4:tr(0'M) 2020'11. (50)
Venymaétensori on nyt

g = (b10'11 + 63620'11)1- + bQO' + <b30'11 + b4C20'11)M + b5(0’M + MO’), (51)

ja venymaé xp-akselin suunnassa on

e11 = (b1 + by + 2(bs + bs)c?® + byct)oy, (52)
joka jaykkyysmuodossa kirjoitettuna on
1
T+ by + 2(by + )2 + byt 1 (53)
Kimmokerroin a-suunnassa on siten
E(a) ! (54)

- b1 + by + 2(b3 + bs) cos? a + by cos* o’

Tarkastellaan nyt onko nimitt&jalla f(x) = by +by+2(bs +bs )z + bya? dériarvoja vlilla
0 < z < 1. Funktiolla f on derivaatan nollakohta arvolla = £* = —(bz + bs) /by. Jotta f
olisi monotoninen vilillda 0 < x < 1, lausekkeiden b3 + b5 ja by on oltava samanmerkkisia
jolloin f:1l& ei ole dariarvoja kyseisella valilla.

Yhtaloissa (33)-(37) vakiot by, ..., bs on annettu kimmovakioiden Er, Er, G, vy ja v
avulla. Oletetaan nyt £y > Ep. Tarkastellaan yhtaloa

b3+ bs

2
= 55
f b4 7 ( )
jotta &:lle ei olisi reaalista ratkaisua vililla [0, 1], on oltava
bs + b bs +b
L TR L) (56)
by by
Tarkastellaan ensin ehtoa —(bs + b5)/by > 1, josta olettaen ettd by > 0, saadaan ehto
vr  vg 1 1 14 2vp 1 1
—(bs+b5)>by = ——+— = > —_— - = 57
(bs +65) > by B B T 6,0 B B G OD
joka muutaman vélivaiheen jélkeen voidaan kirjoittaa muodossa
Ey
G < ——. 58
o+ ) (58)
Tapaus b3 + b; < 0 puolestaan johtaa ehtoon
E
G, > L (59)

2(VL + EL/ET) '

Tarkastellaan esimerkinomaisesti tapausta Ep/Ep, = 2/5 = 04 jav, = vp = 1/4 =
0,25. Namé arvot johtavat seuraaviin ehtoihin pitkittdissuunnan liukukertoimelle G :
GL 1 2 GL 1 2

Lo~ —Z2-04 ja —-L> =2 ~0,182. 60
EL 2(1+VL) 5 ] EL 2(”L+EL/ET) 11 ( )

Kuvassa 2 on esittety tapaukset G /Ep = 0,5 (ylin viiva), G/Er = 0,3 (keskimméinen)
ja GL/EL = 0,15 (ahn)
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Kuva 2. Kimmokerroin eri suunnissa suhteessa pitkittidissuuntaan, ylin punainen viiva Gp/E; = 0,5,
keskimméinen sininen viiva G, /E;, = 0,3 ja alin vihred viiva G, /Er= 0,15, v, = vp = 0,25, Ep/E;, =
0,4.

Jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtalo

Aivan vastaavasti kuin joustomuotoinen yhtilo (14) voidaan muodonmuutosenergiasta
ldhtien johtaa jaykkyysmuotoinen konstitutivinen yhtalo

o= (a1tre+agtr(eM))I + aze + (agtre + astr(eM))M + as(e M + Me), (61)
joka Voigtin esitystavalla voidaan kirjoittaa muodossa
o = Cé. (62)

Kuten joustomuotoisen esityksen tapauksessa, oletetaan nyt pitkittdissuunnan olevan ;-
akselin suuntainen, jolloin materiaalin jiykkyysmatriisi C on

ay +az+ag+2(az+as) a;+az ar+az 0 0 0
a1 + as a1 + ag ay 0 0 0
. a1 + as ai a; + ag 0 0 0
€= 0 0 0  Zas 0 0 . (63)
0 0 0 0 i(az+as) 0
0 0 0 0 0 $(as + as)

jossa jannitys ja venyméakomponenttien jérjestys on kuten kaavoissa (15). Materiaaliva-
kioiden a; ratkaisu on taas helpointa aloittaa isotropiatason leikkaustermista

Tog = GT")/23 = a9y = QGT (64)

Tarkastellaan seuraavaksi leikkausta tasossa, joka sisdltdé pitkittdissuunnan, eli esimer-
kiksi taso xq, xo tai x1,x3:

1
Tieo =Gy, m1=Grysn = §(a2 +a5) = Gy, (65)
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taten

1
GT + 5615 = GL = a5 = Q(GL — GT) (66)
Isotropiatasossa pétevit yhteydet
Gr(Er — 2G E E
PG I 2 S o N N R B
BGT—ET (1—|—VT)<1 —2VT) 2(1+I/T)
Jannitys xi-akselin suunnassa aiheuttaa venymaétilan eoo = —vpeyy, €33 = —rpeq1, joten

011 = EL€11 :((11 + as + a4 + 2(@3 + (I5))811 + (a1 + CL3)€22 + (a1 + a3)633
:((11 + a9 + Qy + 2(@3 + a5))511 — 21/L<Cl1 + CL3>511
= [(1 — QVL)AT + 2GT + 2(1 — l/L)ag + ay + 4(GL - GT)] €11, (68)

josta seuraa
E; = 2(1 — yL)ag + a4 + (1 — QVL))\T + 4G — 2G . (69)

Ehdot 095 = 033 = 0 johtavat samaan yht&loon, joka on
o2 = (Ar + as)err + (Ar + 2Gr)ex + Aress = [Ar + a3 — 2v,(A\r + Gr)lern =0, (70)
josta saadaan ag ratkaistua
az =2v(Ar + Gr) — Ar = Qv — )Ar + 2v,Gr. (71)
Viimeiseksi saadaan vakiolle a4 arvo
ay = Ep +2Gr — 4G + (2vp — DAr — 2(1 —vp) [2ur, — D Ar + 2v,.Gr]
=B, — 4G + Gr + (1 = 2v)*(Gr + Ar). (72)

Poikittaisisotrooppisen lineaarisesti kimmoisan aineen jaykkyysmatriisi erikoistapaukses-
sa, jossa pitkittdissuunta on xi-akselin suuntainen, on muotoa

Er + 4V%()\T + GT) 2VL<)\T + GT) 2VL<)\T + GT) 0 0 0
2VL(/\T + GT> )\T + QGT /\T 0 0 0
2VL(/\T + GT) /\T )\T + QGT 0 0 0
€= 0 0 0 Gr 0 0 o (73)
0 0 0 0 Gp 0
0 0 0 0 0 G
jossa
E E
A = T r= st (74)

(1 -+ VT)(l — 2VT)’ 2(1 + VT).
Kuten joustomuotoisessa esityksessikin, kertoimet (64)-(72) redusoituvat isotrooppisen
aineen tapauksessa tuttuihin Lamén vakioiden arvoihin a; = A = vE/[(14v)(1—-2v)], ay =
2u=2G, jaaz =ay4 = a5 = 0.

Materiaalin jaykkyystensori

Lineaarinen yht#lo (61) voidaan kirjoittaa myts muodossa
0ij = Cijkicni (75)
jossa jaykkyystensori Cjj; on
Cijki = 104501 + %GZ((Sik(Sjl + 0401) + a3 (04 My + My;0w)+
+ agM;; My, + a5 (0 My + Migdy;).  (76)

Vastaavanlainen muoto voidaan johtaa myos joustotensorille Djj.
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Yhteenveto

Téssé artikkelissa johdettiin invarianttiteorian avulla lineaarisesti kimmoisan poikittaisi-
sotrooppisen aineen joustomuotoinen ja jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtélo ylei-
sessé koordinaatistosta riippumattomassa muodossa, yhtélot (14) ja (61). Yhtéloissé tar-
vittavat viisi toisistaan riippumatonta materiaalivakiota johdettiin fysikaalisesti mielek-
kdiden suureiden, kahden kimmokertoimen Fj, Fp, kahden Poissonin vakion vy, vy ja
yhden leikkauskertoimen G avulla. Joustomuotoinen konstitutiivinen yht&lé on

e=(bitro+bstr(ecM))I + byo + (bstro + bytr(cM))M + bs(c M + Mo), (14)

jossa materiaalivakiot by, ..., bs ovat
vr 1+ vr vr VL
by = —— by = by = — — —
1 ET7 2 ET ) 3 ET EL’
1+2v 1 1 1/ 1 1
b4 - L + —_ — =, b5 = — _— — .
EL ET GL 2 C7YL GT

Vastaavasti jaykkyysmuotoinen konstitutiivinen yhtéloé on

o= (atre+aztr(eM))I + ase + (agtre + agtr(eM))M + as(e M + Me), (61)

jossa materiaalivakiot ay, ..., a5 ovat
o . VTET o GT(ET - 2GT)
a) = /\T = = ,
(1+VT)(1 —2VT) 3GT—ET
Er
= =2G
az 1 + Ur T,

a3 — (21/L — 1>)\T -+ 2VLGT>
ay =Ep — 4G + Gr + (1 — 2v)*(Gr + Ar),
as IQ(GL - GT)
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